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Friedrich Hopfner +. 


Am 5. September 1949 erlitt unsere Technische Hochschule, wie auch die ganze 
dsterreichische Wissenschaft einen schweren Verlust. Professor Dr. Friedrich Hopfner 
ist aut tragische Weise bei einer Bootsfahrt am Hintersteinersee bei Kufstein ums 


Leben gekommen. 

Hopfner stamm- 
te, wie viele unse- 
rer alten Kollegen, 
aus dem Sudeten- 
land. Er wurde am 
28. Oktober 1881 in 
Trautenau geboren, 
studierte in Prag 
und Wien Astro- 
nomie, Mathematik 


wurde darauf als 
Adjunkt am damali- 
genk.k. Nautischen 
Observatorium in 
Triest angestellt und 
kam dann im Jahre 
1910 in gleicher Ki- 
genschaft an das 
Gradmessungsbiiro 

in Wien. 1914 riickte 
er als Reserveoffi- 


zier mit Kriegsbe- 
ginn nach Galizien 
ein, wurde nach 
dem Kriegseintritt 
Italiens im Jahre 
1915 zum_ Feld- 
wetterdienst an die 
italienische Front 
transferiert, wo er 
als Leiter des Feld- 
wetterdienstes der 
Isonzoarmee bis 


und Meteorologie 
und wurde am 13. 
Janner 1905 an der 
Deutschen Univer- 
sitat in Prag zum 
Doktor der Philo- 
sophie promoviert. 
Nach kurzer Tatig- 
keit an der Prager 
Universitatsstern- 
warte kam er als As- 
sistent an die Zen- 
tralanstalt fiir Me- zum Kriegsende ver- 
teorologie und Geo- blieb und Hervor- 
dynamik in Wien, ragendes _leistete. 

Nach dem Kriegsende an das Gradmessungsbiiro zuriickgekehrt, wurde er bei der 
Eingliederung dieses Biiros in das neu errichtete Bundesamt fiir Eich- und Vermessungs- 
wesen als Leiter der Abteilung fiir wissenschaftlichen Vermessungsdienst tibernommen, 
Seine Tatigkeit dort war sehr verdienstvoll. 

1936 wurde er zum o. 6. Professor fiir Héhere Geodasie und spharische Astronomie 
an der Technischen Hochschule in Wien ernannt. Als die Nationalsozialisten kamen, 
wurde er, wie viele andere Kollegen, die diesen nicht zu Gesicht standen, kurzerhand 
pensioniert. Er beniitzte die erzwungene Mube zu fruchtbringender, wissenschaftlicher 
Arbeit. Im Jahre 1945, beim Zusammenbruch, wurde er wieder an seiner Lehrkanzel 
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eingesetzt. Die Technische Hochschule wahlte ihn fir 1945/46 zum Dekan der 
Fakultat fiir angewandte Mathematik und Physik und 1948/49 zum Rector Magnificus. 

Hopfner fiihrte zahlreiche Bahnbestimmungen von Planetoiden, die von dem 
Wiener Astronomen J. Palisa entdeckt worden waren, durch, nahm auch an Schwer- 
kraftmessungen mit der Drehwaage im Wiener Becken teil und fihrte eine Reihe 
von astronomischen Positionsbestimmungen auf Bergspitzen bis zu 3000 m Hohe aus. 
Ferner beschaftigte er sich viel mit stérungstheoretischen Untersuchungen, wahrend 
seines Aufenthaltes in Triest auch mit Problemen der Ebbe und Flut. Er hat im 
ganzen iiber 80 Abhandlungen auf dem Gebiete der hdheren Geodasie und besonders 
der physikalischen Geodasie verdffentlicht und auf diesem Gebiete zwei auf der 
ganzen Welt anerkannte Lehrbiicher verfaBt (Physikalische Geodasie, 1933, und Héhere 
Geodasie, 1949). AuBerdem erschien 1927 von ihm ein Biichlein tiber die Figur der Erde. 

Seine wissenschaftlichen Leistungen fanden Anerkennung durch die Ernennung 
zum korrespondierenden Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Prag und 
zum wirklichen Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Wien 1946. 1945 wurde 
er vom Bundesministerium fiir Handel und Wiederaufbau mit der Neuaufstellung 
der Osterreichischen Kommission fiir Internationale Erdmessung betraut, zu deren 
Leiter er bald darauf gewahlt wurde. Als Mitglied dieser Kommission erfreute er 
sich héchsten Ansehens in der internationalen Fachwelt, 

Hopfner war nicht nur ein hervorragender Gelehrter und Forscher, sondern auch 
als Mensch und Kollege von vornehmster Gesinnung und giitigster Hilfsbereitschaft. 
Er war ein aufrechter Mann, abhold allen Winkelziigen, auf den man sich voll und 
ganz verlassen konnte, Sein Name wird in der Wissenschaft fortleben, seine Freunde 
und Schiiler werden ihm ein treues Angedenken bewahren. K. Wolf. 


Dimensionierung der Hochfrequenz-Energiekabel 
mit ausgefiilltem Dielektrikum. 


Von R. Hofer, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es werden die fiir die Dimensionierung der Hochfrequenzkabel maf- 
gebenden Bedingungen hervorgehoben. Zur Beurteilung dieser Richtlinien werden die elektrischen 
Gesetze fiir das angepaBte Kabel und die Temperaturverteilung bei ausgefiilltem Dielektrikum 
in Abhangigkeit von den wichtigsten Parametern untersucht. Es wird gezeigt, da& ein Wellen- 
widerstand von etwa 35 bis 45 Ohm fir Oppanolkabel die giinstigsten Verhiltnisse ergibt. Der 
bei Kabel fiir gréBere Energieiibertragung gebriuchliche Wert von Z = 60 Ohm gestattet bei 
vollem Dielektrikum aus Oppanol eine etwas bessere Materialausniitzung, als der fir Kabel 
kleinster Leistung tibliche Wellenwiderstand von 70 Ohm. 


Summary. The paper stresses the conditions to be considered in the determination of the 
dimensions of highfrequency cables. To judge standards the electrical laws applying to the chosen 
cable are examined as well as the temperature distribution in case of solid dielectrics in relation 
to the most important parameters. It is shown, that an impedance of about 35 to 45 ohm gives 
the optimum conditions for oppanole cables. In case of oppanole solid dielectrics the figure of 
Z = 60 ohm permits of a somewhat better utilization of material than the impedance of 70 ohm 
costomary for cables of lower power. 


Résumé. On a fait ressortir les facteurs déterminants dans le caleul des dimensions des cAbles 
a haute fréquence. Pour établir ces normes, on a recherché, en fonction des paramétres les plus 
importants, les lois électriques relatives au cable considéré et la loi de répartition des températures 
dans le cas oti le diélectrique est solide. 

On a démontré qu'une impédance caractéristique de 35 4 45 ohms environ correspond aux 
meilleures conditions d’emploi pour le cAble «Oppanol». La valeur Z = 60 ohms utilisée pour les 
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cables de transport d@énergie 4 grande puissance, permet, lorsqu’on a affaire au didlectrique 
4 Oppanol» solide, une exploitation du matériel un peu plus avantageuse qu’avec l’impédance 
caracteristique de 70 ohms, usuelle pour les cibles de petite puissance. 


1. Allgemeine Kriterien fiir die Dimensionierung. 


Soll hochfrequente Energie lings Leitungen iibertragen werden, so ist man be- 
strebt, fiir das vorhandene Frequenzband weitgehende Anpassung zu wahren, um 
stehende Wellen zu vermeiden, da diese die Verluste erhohen. 

Der Wellenwiderstand ist vom Durchmesserverhaltnis der konzentrischen Leiter 
und von der Dielektrizitiitskonstanten abhingig. Von Spezialausfiihrungen ab- 
gesehen, wurden groBe Leistungen in Europa vorwiegend iiber Kabel mit 60 Q Wellen- 
widerstand iibertragen, wahrend fiir die schwachen Leistungen der Empfangs- und 
MeBtechnik meist 70-Q-Kabel verwendet werden. 

Die Wahl eines giinstigen Wellenwiderstandes wird durch folgende, an das Kabel 
zu stellende Forderungen mitbestimmt: 

a) Guter Wirkungsgrad oder kleine Verlustleistung. 

b) Geringer Bedarf an Leitungsmaterial. 

c¢) Hohe Durchschlagsfestigkeit. 

Wird das Kabel hauptsichlich fiir Anlagen mit unbedeutender Lange des Uber- 
tragungsweges bendtigt, dann ist die Bedingung geringen Materialverbrauches als 
vorherrschend anzusehen, da die Verluste eine untergeordnete Rolle spielen. Bei 
groBer Entfernung zwischen Generator und Last bleibt jedoch ein guter Wirkungs- 
grad die Hauptsache. Daneben sind noch Erfordernisse des Sender- und Antennen- 
baues maBgebend. 

Hinsichtlich ihrer Bauart kénnen wir allgemein die konzentrischen Energieleitungen 
in soleche mit nicht ausgefiilltem oder mit ausgefiilltem Dielektrikum einteilen. Bei 
der ersten Art dient der Stoff mit meist erhdhter Dielektrizitatskonstante zur 
Halterung (keramische Stiitzscheiben zur Distanzierung der Leiter oder Kabel mit 
Wendeln aus Styroflex). Fiir die Spannungsfestigkeit ist bei diesen Kabeln der Luft- 
zwischenraum als schwiachster Teil maBgebend.? ? 

In den jiingst vergangenen Jahren wurde der Bau von Kabeln mit ausgefilltem 
dielektrischem Raum besonders durch die erhéhten Forderungen an Spannungs- 
sicherheit bei der Impulssendung sehr geférdert. Als dielektrisches Material wird 
hierbei Oppanol verwendet. 

Die Dimensionierung dieser Kabel soll hier genauer untersucht werden, wobei 
sich allgemeingiiltige Richtlinien fiir die Wahl des Wellenwiderstandes ergeben. 


2. Elektrische GréBen des angepabten Kabels. 
A. Vorbemerkungen zum mechanischen Aufbau. 


In der Abb. 1 ist der Querschnitt eines Oppanolkabels 
angedeutet. d bedeute den auBeren Durchmesser des Innen- 
leiters, D den inneren des Erdleiters. Der Zwischenraum 
der beiden Leiter ist mit Oppanol unter méglichster Ver- 
meidung von Hohlraumen ausgefiillt. Bei Kabeln kleinerer 
Leistung ist als AuBere Hiille meistens noch eine Isolations- 
schicht von der Starke ¢,D, vorhanden. Die Breite der 


1£. Keutner: Konzentrische Hochfrequenz-Energiekabel. 
Elektrotechn. Z. 61, H. 37, 841 (1940). Abb. 1. Quersehnitt durch 
2 E. Keutner: Neuere Styroflexkabel. Carlswerke Runschau, ein Hochfrequenzkabel mit 
H. 26, 2 (1940). ausgefiilltem Dielektrikum. 
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zylindrischen Leiter betrage ¢,d und ¢, D. Die auferen Durchmesser des Erdleiters 
und des Kabels bezeichnen wir mit D, und D,. Bei unseren weiteren Betrachtungen 
wollen wir fiir die Wandstarken der Leiter sowie fiir die Starke der AuSenisolation 
stets geometrische Ahnlichkeit voraussetzen, so daB C,,¢, und ¢, bei den verschiedenen 
Werten der Durchmesser konstant bleiben. 


B.- Die wichtigsten elektrischen Gesetze des angepaBten Kabels. 


Wir definieren zunachst das Durchmesserverhaltnis: 
D R x 20 | 
aa Ric PORN Sober ees (1) 
Hierbei bedeutet x einen beliebigen Radius im dielektrischen Zwischenraum (Abb. 1). 
Bei einem gut leitenden Kabel kann der imaginire Anteil des Wellenwiderstandes 
vernachlassigt werden. Bedeutet ¢ die relative Dielektrizitatskonstante, so gilt fir 
den Wellenwiderstand Z, gemessen in 2, 


60 In y 
Z= 2 
1: (2) 
Wir bezeichnen mit ©, die Feldstarke in Volt/em, mit #, die dielektrische Ver- 
schiebung in Coulomb/cm? an der Peripherie des Kreises mit dem Radius a, ferner 
mit Q, die Ladung des Kabels in Coulomb/cm. Es gilt dann: 


aoe Q1 = e &, —ll 

De ore aaa ae. (3) 

Setzen wir ll, fiir die Spannung zwischen 7 und x, so finden wir mit Beriick- 
sichtigung der Gl. (3) 


x 
jee 6, dx = =" 10 In y,. (4) 
= 

Wir wollen bei unseren weiteren Betrachtungen stets den Anpassungszustand 
voraussetzen, wobei Q, eine Funktion der iibertragenen Leistung N ist. Wir nehmen 
auch an, daB die Verluste gering sind, so daf N langs der Leitung als konstant an- 
gesehen werden kann. Wir bezeichnen die Spannung zwischen d und D mit ll, ferner 
mit ‘} den Leitungsstrom. Es gilt dann fiir den angepaBten Zustand 
Ww Oo 
eee S 

Bei den verschiedenen geometrischen Abmessungen des Kabels mu immer die 
Gl. (5) erfiillt bleiben. 

Aus den Gl. (2), (4) und (5) laBt sich Q, in Abhangigkeit von der Leistung dar- 
stellen. Wir erhalten durch Substitution dieses Wertes in Gl. (4): 


ets __\6on 
x ela (In y)/2 


N= 


2 Z. (5) 


Iny,. (6) 


Der Sitz der maximalen Feldstarke ist die Aufenwand des Innenleiters. Wir 
finden. hierfiir 
, 2/60 N 
uF iS Sea ci era 7 
ane /t (In y)/2 (4) 
Diese maximale Feldstirke hat bei elektrisch und thermisch giinstig dimensionierten 
Kabeln meist zulassige Werte. 
Von Interesse ist der Verlauf der Feldstarke in Abhangigkeit von y gemaB Gl. (7), 
der in der Abb. 2 (Kurve a) veranschaulicht ist. Der Minimalwert dieser Funktion 
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und damit die groSte Spannungssicherheit des Kabels wird bei In y =J5, also bei 
y = 165 erreicht. 


C. Leitungsverluste der konzentrischen Leiter. 


Fir die Leitungsverluste sind der spezifische Widerstand o, und die Eindring- 
tiefe ¢ maBgebend. Wahrend man bei flexiblen Kabeln meist beide Leiter aus Kupfer 
herstellt, wahlt man bei konzentrisch angeordneten Energieleitungen fiir den Mantel- 
leiter ein gegen Witterungseinfliisse weniger 
empfindliches Material, und zwar Messing. 

Wir wollen diese Méglichkeit in den fol- 
genden Berechnungen beriicksichtigen und 
setzen fiir die Eindringtiefe in cm: 


66.1 / sm 
t= —— |/ = cm. 8 
Vf Ose (8) 
Hierin bedeutet / die Frequenz in Hertz, 0,, 
den spezifischen Widerstand fiir Kupfer, 0, i oe 


den fiir den Aufenleiter in Q/em. Es gilt: Abb. 2. Maximale Feldstirke und Leitungs- 

. A verluste als Funktion des Durchmesserver- 

6. = 1J6~ 10-* Oem. haltnisses. a) Verlauf der maximalen Feld- 

A ees, starke. b) Leitungsverluste fiir Kupfer- 

Aus den Gl. (2) und (5) erhalten wir fiir _jeiter bei unverandertem AuBendurchmesser. 

den Strom: c) Leitungsverluste bei konstantem AuBen- 

Ee ae durchmesser, wenn der Innenleiter aus Kup- 

faa 60iny fer, der auBere aus Messing hergestellt ist. 

Bedeuten N,; und N,, die Verlustleistungen des Innen- und AufSenleiters in 

Watt/cm, die tibertragene Leistung in Watt, ferner 0; und 0, die Leitungswiderstande 

in Q/em und ¢; und ¢, die entsprechenden Eindringtiefen in cm, so wird mit Be- 
ricksichtigung von Gl. (8): 

MY 


Nee ee he 
Nag = SO De Dies Watt/cm. (9) 
/ ez N e ml Qs 
Noa = 3 Oa = Po D I i r, °- Watt/cm. (10) 
Po = V-42- eh: fir- 10-°. (11) 
Die gesamten Leitungsverluste sind demnach: 
: Ny +Vesm/esc 
ING oes —— Do D la — (12) 


Das Minimum dieser Verluste berechnet man in bekannter Weise. Sind beide 
Leiter aus Kupfer, so liegt das Minimum bei konstant gehaltenem AuBendurchmesser 
beim Wert y = 3°6.°) Der Verlauf dieser Verluste in Abhangigkeit von y, bezoge 
auf den Minimalwert, ist in der Abb. 2 veranschaulicht, und zwar gilt die Funktion (5) 
fiir 0, m = Ose, die Funktion (c) fiir den Fall, daB der AuBenleiter aus Messing be- 
steht (0s m= 4 @za)- 

D. Dielektrische Verluste. 


Wir ermitteln zunachst die dielektrischen Verluste im Zylinder zwischen r und 2. 
Aus den Gl. (2) bis (6) erhalten wir fiir die Kapazitat je Langeneinheit zwischen r 
und <<: (eee 

Cas U,  18mny, 


3 F. Se i réter: Fernsehen. W. Buschbeck: Die Fernsehsendung. Berlin: Springer-Verlag. 
1938. 
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Die Leitfahigkeit des Dielektrikums pro cm betragt zwischen r und a, wenn tg 6 
den Verlustwinkel bedeutet: 


AZ onl Ce 


9In »,, 
Die Querverluste je cm betragen demnach mit Beriicksichtigung der Gl. (6) 
zwischen 7 und w: 


10-4, — (1/) 


= ny, : 
NG ly Ae Pee (13) 
Dabei bedeutet: 
p, = 21s ef te O10. (14) 
Fiir die Querverluste je cm Lange gilt somit: 
Ne aie La N. : (13a) 


E. Abhangigkeit der Materialmenge vom Durchmesserverhaltnis, der 
Nutzleistung und den Verlusten. 
Im Gegensatz zu den Querverlusten hangen die Leitungsverluste von y ab. Diese 
sind jedoch von y unabhangig, wenn wir D, wie aus der Gl. (12) hervorgeht, folgender- 
mafen andern: 


Pee ale (12a) 


Dabei ist angenommen, da fiir beide Leiter Kupfer gewahlt wird. 
Bei entsprechend diinnen Leiterwanden erhalten wir als Metallgewicht M, wenn yu 
das spezifische Gewicht bedeutet 
M. =siy me (DGS 4 rey 
Wir nehmen nun \C; = 2, = G femer vac — 1 ale konstant an und finden: 
M=K D rn ib. (15) 


Fir das Materialgewicht bei konstanter Kabeldampfung durch die Leitungs- 
verluste finden wir, wenn wir N/N,,.; = konstant annehmen, aus den Gl. (12) 
und (15): 


7 Y a 1 2 y? air 1 = 
Sab K,| y ‘) (ny? ee 
wobei K, eine Konstante bedeutet. 
Der Verlauf dieser Funktion ist in der Abb. 3 veranschaulicht. Auf ihre Bedeutung 
wird im Abschnitt 3C kurz eingegangen. 


3. Beriicksichtigung der thermischen Belastung. 


Wir wollen jetzt das Temperaturgefille in emem Oppanolkabel berechnen, dessen 
Querschnitt in der Abb. 1 angedeutet ist. Wir vernachlassigen den Temperatur- 
abfall in den Leitern und bezeichnen mit ?,;, 0, die Temperaturen des Innen- und 
AuBenleiters, ferner mit #,, die AuBentemperatur des Kabels und mit 0, die Temperatur 
der das Kabel umgebenden Luft. 

Fiir unsere weiteren Berechnungen bendtigen wir das Warmeaquivalent W, be- 
zogen auf das elektrische Leistungsma8. Es gilt 1 Watt = 0°86 kg Cal/h; also 
W = 0°86. 

A. Warmeleitung im Kabel. 
Wir vernachlassigen die Warmeableitung in der Langsrichtung des Kabels durch 


den Kupferleiter und ebenso den Einflu8 der eventuell vorhandenen Luftstrémung 
durch den inneren Hohlleiter. Diese Voraussetzungen sind meist schon bei geringen 
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Kabellangen hinreichend erfiillt. Zu beachten haben wir noch, daf die im Innenleiter 
erzeugte Stromwarme durch den gesamten dielektrischen Raum der Breite R—r 
(Abb. 1) abgeleitet wird, wahrend die Querverluste im Dielektrikum selbst entstehen. 


: Wir bezeichnen mit ¢,, die stiindlich pro cm Lange entstehende Warmemenge 
innerhalb des Zylinders mit dem Durchmesser 2 x (Abb. 1), ferner mit A, die Warme- 
gu : kg Cal sie het 

leitzahl in aren des Dielektrikums, wobei wir diesen Wert als von der 
Temperatur unabhangig voraussetzen, was bei festen Stoffen annahernd zutrifft. 
Es gilt dann fiir die aus dem Zylinder austretende Warme: 
do 
dx 

Nach Trennung der Variablen erhalt man durch Integration die Temperatur- 
differenz : 


N « = 2014, 


a Ba — 


eae ha 
re 


1 e 1 
ax 


Wird die Warmemenge g, im Innenleiter durch Stromwarme erzeugt, so gilt 
dix = % und es wird: 


27h 
t= ny (Os — 9). (16a) 


Mit der Annahme eines von der Temperatur unabhangigen 2 kénnen wir die ge- 
sondert berechneten Temperaturdifferenzen, die von den Liangs- und Querverlusten 
herrihren, superponieren. Fiir die durch die Verluste des Innenleiters entstehende 
Temperaturdifferenz (?; —@,), erhalt man aus den Gl. (9) und (16): 
WN; WN PoY 
| Ranae ut Da hg sl) 

Die Warme, die durch die Ableitungsverluste entsteht, ist im dielektrischen 
Zwischenraum veranderlich. Aus der Gl. (13) ergibt sich: 


SN. = ae 
2 Non ON Iny 


(8; — By) = (16b) 


Durch Einfiihrung dieses Wertes in Gl. (16) erhalt man, wenn mit (0; — 0,)4 
der entsprechende Temperaturabfall bezeichnet wird, 


N 
(9, —O)a = “7 Pe ny. (17) 


Aus den Ergebnissen (16a) und (17) folgern wir unmittelbar: 


Die im konzentrischen Kabel mit einheitlichem Dielektrikum durch Querverluste 
hervorgerufene Temperaturdifferenz zwischen den beiden stromftihrenden Leitern 
entspricht derjenigen, die mit der halben im Innenleiter konzentrierten Verlustleistung 


erreicht wird. 
Der gesamte Temperaturabfall an den Grenzen des dielektrischen Raumes wird 
nach den Gl. (16b) und (17): 
WN Iny 


9,—8, = (0,01) 0 + (8: Pala = Gag (Poh + Poy”: (18) 


Durch die auBere Isolationsschicht wird die gesamte Warme abgefiihrt. Bedeutet A, 
die Warmeleitzahl der auBeren Isolation, so ergibt sich aus den Gl. (12), (13a) und (16a) 
fiir den Temperaturabfall: 


In —* ; 
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Die Gl. (18) und (19) ergeben als Summe das innere Warmegefalle: 


Aus den abgeleiteten Beziehungen erkennen wir: 
Bei vorherrschenden Langsverlusten andert sich der innere Temperaturabfall 


mit y und - das hei8t er bleibt bei konstantem Durchmesserverhaltnis unverandert, 


wenn fiir die nfache Leistung auch der nfache Durchmesser gewahlt wird. 


B. AuBerer Warmeiibergang. 


Fiir den Warmeiibergang eines waagrechten, frei in der Luft gelagerten Kabels 
gilt, wenn Ad, = 0, — 9, fiir den 4uBeren Temperaturabfall und q,, fiir die gesamte 
Verlustwairme des Kabels gesetzt wird: 


dig = Cn" (DAB: ( 


kg Cal ): 
cm h 

Bei freier Luftstromung und einer mittleren Temperatur von 30°C ergibt sich der 
Erfahrungswert: c, = 1:1: 10. Wir erhalten dann: 


= rile =3\— 4 3/5 fe VEE } Te ¢ 
Ad, = (1-1- 10-3)—* D-# Lay [ = + pe}| (20) 


C. Einflu8 der Temperaturverteilung auf die Kabeldimensionierung. 


Die Temperaturverteilung wollen wir nun fiir verschiedene Werte der Leistung 
und der Frequenz durch Zusammenfassung der Gl. (18), (19) und (20) berechnen. 
Wir vernachlassigen vorerst die Ableitungsverluste, beriicksichtigen sie jedoch nach- 
traglich in Fallen, in denen sie beginnen, eine Rolle zu spielen. 


Aus den abgeleiteten Beziehungen erhalten wir den Ausdruck fiir die Temperatur- 
erhéhung des Innenleiters, wenn Ag = A, =A und A%@,,, = 47; + 49, = 8; — 9, 
gesetzt wird: 


= l+y IDy, N aca N \4/s l+y ‘is : 
APs = Kely + Fag n (BE) p+ KD (5) "Cay ) (21) 


Hierin bedeuten: 
W j 4/s 
K; = Pe 10°} nls und y= ocd 


Wir legen folgende Werte der Berechnung zugrunde: 
a ra Oe a a li 02 und 2= 10 
Es wird dann 7 = 1°32, ferner fiir f = 107 Hertz: 
Ky = 0963 > 10-5 ainda aes 


In den Abb. 3 bis 5 sind verschiedene Werte in Abhingigkeit von y unter Zugrunde- 
legung konstanter maximaler Temperaturerhdhung durch die Langsverluste ver- 
anschaulicht, und zwar gilt die Abb. 3 fiir f = 107 Hz, N = 5-104 Watt; Abb. 4 
fiir f = 10’ Hz, N = 104 Watt und schlieBlich die Abb. 5 fiir f = 10° Hz, N = 5-10! 
Watt. 

Fir Oppanol gilt als Temperaturgrenze 65 bis 75°C. Da man in der Praxis An- 
passungsfehler des Kabels nicht immer vermeiden kann, sei die maximale Uber- 
temperatur mit 20°C begrenzt. 

Die gesuchten Werte erhailt man nun folgendermagen: Fiir AD... = 20° C werden 
in Gl. (21) die gewahlten Parameterwerte von N eingesetzt und durch Interpolation 
zuerst (D/Dyin)so = f (y) ausgerechnet. Durch Substitution der Werte fir D in 
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p(NQ) 


— fe-29 
Abb. 3. Verlauf des Temperaturgefalles, des Ma- 
terialbedarfes und der Verlustleistung bei einem 


Oppanolkabel fiir eine Nutzleistung von 5- 104 
Watt und ftir f = 10’ Hz. 


die Gl. (15) findet man das Verhaltnis 
des Materialgewichtes M, bezogen auf das 
Minimum M,, also. (M/M,) 49. 

Der Verlauf der Langsverluste wird aus 
der Gl. (12) ermittelt. Mit zunehmendem 
y verringern sich die Verluste, wenn das 
Kabel thermisch gleich belastet bleibt. Der 
Verlauf des Temperaturgefalles ist in den 
erwahnten Abbildungen ebenfalls darge- 
stellt. Aus den Abb. 3 und 4 geht hervor, 
da8 das innere Temperaturgefalle 4%; mit 
wachsender Leistung immer ausschlagge- 
bender wird. Ebenso ist das Minimum der 
Materialbedarfscharakteristik bei gréBerer 
Leistung ausgepragter. 

Die dargestellten Funktionen stimmen 
in den Abb. 4 und 5 weitgehend iiberein; 
also bei der zehnfachen Frequenz und dem 
fiinften Teil der Leistung bleiben die Zu- 
sammenhange ziemlich unverandert. 

In der Abb. 3 ist noch die Abhangig- 
keit der Materialmenge von y unter der 
Annahme konstanter Nutzleistung und 


?(Ne) 
} 


No gest= 405.91 No) Watifr, 


Abb. 4. Verlauf des Temperaturgefalles, des 

Materialbedarfes und der Verluste bei einem 

Oppanolkabel fiir eine Nutzleistung von NV = 
= 104 Watt und fir f = 10’ Hz. 


DQnin =5CM 


Yomin 
t 49 ges 


Dmin “ys 


70 — Jee-25) 


Abb. 5. Temperaturgefalle, Materialbedarf und 
Verluste eines Oppanolkabels fir N = 5- 10+ 
Watt und f = 10° Hz. 
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konstanter Leitungsverluste (M/M,)y,y, gemaB der Beziehung (15a) eingetragen. 
Diese Funktion gilt fiir alle dargestellten Falle. Die Bestimmung der zulassigen Leistung 
nach dieser GesetzmaBigkeit ergibe jedoch bei kleineren Werten von y eine schwache 
thermische Ausniitzung, da das Kabel fiir eine hohere Leistung geeignet ware. 

Die Ableitungsverluste spielen in den gewahlten Beispielen nur bei f = 10’ Hz 
und N = 5- 10¢ Watt eine merkbare Rolle. Der Verlauf der durch diese Querverluste 
verursachten Temperaturerhohung ist in Abb. 3 eingetragen (gestrichelte Kurven 49;,; 
AO es). : 

“Hirisichtlich der Wahl des optimalen Wellenwiderstandes gelangen wir zu der 
SchluBfolgerung : 

Nach der in der Abb. 3 dargestellten Funktion (M/M))y y. liegt das in Anbe- 
tracht konstanter Kabeldampfung giinstige Durchmesserverhaltnis y zwischen 2°8 
bis etwa 6. Dagegen erhalt man fiir Oppanolkabel bei gréBerer Leistungsbeanspruchung 
den geringsten Materialverbrauch mit Riicksicht auf gleichmaBige thermische Be- 
lastung, wenn y zwischen 2 bis etwa 3°5 liegt. Dies entspricht einem Wellenwiderstand 
von etwa 25 bis 50 2. Der fiir Energiekabel gebrauchliche Wert von Z = 60 Q liegt 
fiir Oppanol giinstiger, als der fiir MeSkabel meist gewahlte Wert von 70 2. 

Beim Bau von Kurzwellenanlagen besteht Bedarf an Kabeln mit einem niedrigen 


A 
Wellenwiderstand von rund 35 bis 40 2, etwa bei der Speisung von -Rundstrahlern. 


Fiir diese kleinen Z-Werte eignen sich nach unseren Feststellungen Oppanolkabel 
in besonderem Mae, da man durch diese Herabminderung des Wellenwiderstandes 
neben einer bei allen Kabelarten damit erzielten Erhodhung der Spannungsfestigkeit 
(Abb. 2, Kurve a) auch eine giinstige Materialausniitzung erhalt. 


4. Zusammenfassung. 


Es werden die fiir die Dimensionierung von Kabeln mafigebenden Bedingungen 
hervorgehoben. Zur Beurteilung dieser Richtlinien werden die elektrischen Gesetze 
des angepaBten Kabels und die Temperaturverteilung bei ausgefiilltem Dielektrikum 
in Abhangigkeit von den wichtigsten Parametern untersucht. Es wird gezeigt, dab 
ein Wellenwiderstand von etwa 35 bis 45 2 fiir Oppanolkabel die giinstigsten Ver- 
haltnisse ergibt. Der ftir Energiekabeln gebrauchliche Wert von Z = 60 ergibt bei 
vollem Dielektrikum aus Oppanol eine etwas bessere Materialausntitzung, als der 
in der MeStechnik gebrauchliche Wellenwiderstand von 70 Q. 


(Hingegangen am 27. April 1948.) 


Der Tragfliigel in der nicht homogenen Strémung. 
(Ebenes Problem.) 


Von E. Souezek, Schladming. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. In der folgenden Arbeit wird die von Birnbaum und Glauert ent- 
wickelte Theorie dinner Tragfligelprofile, welche auf der Annahme einer Wirbelverteilung auf 
der Profilmittellinie beruht, erweitert. Mit Hilfe dieser Vorstellung gelingt es, die Randbedingungen 
fiir ein diinnes, schwach gewélbtes Profil in einer beliebigen inhomogenen Grundstré6mung mit 
guter Annaherung zu befriedigen, indem die dazugehérige Wirbelverteilung bestimmt wird. 
Daraus wird dann Auftriebsverteilung, Zirkulation, Auftrieb und Moment um die Vorderkante 
berechnet. 

In der allgemeinen Theorie werden Profilform, Geschwindigkeits- und Anstrémwinkelver- 
teilung durch Fourier-Reihen dargestellt, fiir die Erfordernisse der Praxis wurde eine Naherungs- 
methode mit dreigliedrigen trigonometrischen Polynomen angegeben. 
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Summary. This paper gives an extension of the theory of thin aerofoil profiles developped 
by Birnbaum and Glauert, assuming a certain vortex-distribution along the centre line of 
the profile. This hypothesis allows agood approximation of the boundary-conditions for a thin, 
slightly curved profile in an arbitrarily inhomogenous original flow, by determining the correspond- 
ing vortex-distribution. The lift-distribution, circulation, lift, and the moment with respect to the 
leading edge are thereby computed. 


In general theory, the shape of the profile, the distribution of the angles of attack and the 
distribution of velocity are repressented by Fourier-series. For practical purposes, an approximate 
method using trigonometric polynomials of three members is indicated. 


Résumé, Dans le travail suivant on a élargi la théorie développée par Birnbaum et Glauert 
sur les minces profils d’ailes et basée sur Vhypothése d’une répartition tourbillonnaire sur la ligne 
moyenne du profil. Dans cette hypothése, les conditions marginales pour un profil mince, faiblement 
incurvé, dans un courant initial hétérogéne arbitraire, sont satisfaites avec une bonne approxi- 
mation, en déterminant la répartition de tourbillons qui s’y rapportent. Puis on a calculé la 
répartition de la sustentation, la circulation, la sustentation elle-méme et le moment par rapport 
au bord d’attaque. 


Dans la théorie générale, la forme du profil, la répartition des angles d’incidence et celle des 
vitesses sont représentées par des séries de Fourier. Pour répondre aux exigences de la pratique, 
on a indiqué une méthode d’approximation par polynomes trigonométriques 4 trois termes. 


1. Einleitung. 


Die vorliegende Untersuchung verdankt ihre Entstehung einer ganz speziellen 
Aufgabe der praktischen Technik. Es hat sich dabei aber als zweckmafig erwiesen, 
sie méglichst allgemein durchzufiihren, so da’ ihren Ergebnissen ein iiber die ur- 
spriingliche Problemstellung hinausgehendes Interesse zukommen diirfte. 


Die gebrauchliche Tragfliigeltheorie behandelt eigentlich einen besonderen Spezial- 
fall, der allerdings in der Flugzeugaerodynamik fast immer mit so groBer Annaherung 
verwirklicht ist, da in diesem Bereich der Technik kein besonderes Bediirfnis zur 
Verallgemeinerung der Theorie vorliegt. Auf anderen Gebieten bestehen aber kompli- 
ziertere Verhaltnisse; so befinden sich z. B. bei Str6mungsmaschinen Tragfliigel bzw. 
tragfliigelahnliche Schaufeln meist in einer gebremsten oder beschleunigten Grund- 
stromung, deren Strémungsrichtung auBerdem oft noch 6rtlich veranderlich ist. 
Man kann also erwarten, daB eine erweiterte Tragfliigeltheorie durch vertiefte Ein- 
blicke in die Strémungsverhaltnisse fiir verschiedene technische Aufgaben von 
praktischer Bedeutung ist. 


Die Theorie des Tragfliigels in der unhomogenen Strémung wurde durch Er- 
weiterung aus der gewodhnlichen Tragfliigeltheorie fiir die homogene Strémung ent- 
wickelt und beniitzt die dort iiblichen Vorstellungen und mathematischen Methoden. 
Insbesondere wird eine Unterteilung in ein sogenanntes ebenes und ein raumliches 
Problem vorgenommen. In dieser Arbeit wird nur das ebene Problem behandelt. 
Dabei wird ein unendlich breiter Tragfliigel betrachtet, der sich in einer Strémung 
befindet, welche in allen parallelen Querschnittsebenen véllig gleichartig ist. Eine 
Veranderlichkeit der Grundstrémung ist in diesem Fall also nur langs der Fliigeltiefe 
und nicht entlang der Breitenerstreckung der Tragflachen modglich. Beim ebenen 
Problem wird die Aufgabe der Tragfliigeltheorie darauf reduziert, die urspriinglich 
ungestérte Grundstrémung der Berandung des Fligelquerschnittes anzupassen. Bei 
verhaltnismaBig diinnen, schwach gewolbten Querschnittsprofilen, wie sie praktisch 
meist vorliegen, kann man dieses Randwertproblem dadurch naherungsweise lésen, 
daB man das Profil durch seine Mittellinie (Skelettlinie) ersetzt und auf deren Sehne 
eine Wirbelverteilung derart annimmt, dai die Gesamtstrémung langs der Skelett- 
linie tangential verlauft. Fiir den Fall der homogenen parallelen Grundstromung 
wurde diese Methode, welche auf einen Vorrchlag Prandtls zurtickgeht, von Birn- 
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baum! und Glauert? entwickelt. Fiir die Untersuchung der inhomogenen Stromung 
bietet sie den groBen Vorteil, da8 die Strémung nur am Ort der Profilskelettlinie oder 
naherungsweise deren Sehne in Betracht gezogen werden muh, was die Aufstellung 
allgemeiner Formeln erméglicht, wahrend die strenge Losung des Problems die 
Kenntnis des gesamten Geschwindigkeitsfeldes verlangt und daher in jedem einzelnen 
Fall eine gesonderte Durchfiihrung der ganzen Untersuchung erfordert. 


2. Der unendlich breite Tragfliigel mit értlich veranderlicher Anstrém- 
geschwindigkeit. 


Das Koordinatensystem wird so festgelegt, dafi der Ursprung in das Vorderende 
der Profilskelettlinie fallt, die x-Achse sich langs deren Sehne nach hinten erstreckt 
und die y-Achse senkrecht dazu nach oben ge- 
richtet ist. 

y = y (2) 
stellt dann die Gleichung der Skelettlinie dar, die 
man immer durch eine Potenzreihe darstellen kann. 


y (x) =t Sm (4). (1) 

n=0 
Fiir die Erfiillung der Randbedingung braucht 
man spater die Richtung der Profilskelettlnie an 
jeder Stelle, so da man besser von vornherein fiir die analytische Darstellung der 
Skelettlinie die Gleichung wahlt, welche durch Differentiation aus (1) hervorgeht. 


co 
dy ag \— 1 
Bees : W [hn (7) : (la) 


Fiir die weitere Rechnung ist es vorteilhafter, durch die Substitution 


2% 
x == (1 — cos 9); cos g = 1 — ai (2) 


W inkelfunktionen einzufiihren. Die Gl. (la) kann man dann in der Form schreiben: 
d y 
y ne 

de — 0 ey Mn 


"COS NP. (3) 


Die Bedingung, da Vorder- und Hinterende der Profilmittellinie gleich hoch liegen, 
weil Sehne und x-Achse zusammenfallen, erfordert die Befriedigung der Gleichung, 


‘dy dx 
= —— dy = 0, 
| dx dp 


woraus sich als zusatzliche Gleichung zwischen den Fourier-Koeffizienten 


co 
ee ee ee 
ergibt. bas 


Auch die Veranderlichkeit der Geschwindigkeit entlang der Profilsehne kann 
durch eine Fourier-Reihe dargestellt. werden. 


== Up ie + eek En COS N °} (5) 


1 


* Die tragende Wirbelflache als Hilfsmittel zur Behandlung des ebenen Problems der Trag- 
fliigeltheorie. Z. angew. Math. Mechan. (1923). 
* The Elements of Aerofoil and Airserew Theory. Cambridge. 1926. 
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Vorlaufig wird von einer Veranderlichkeit der ungestorten Anstrémrichtung ab- 
gesehen, so da man « = a) = konst. annehmen kann. v bedeutet eigentlich die 
Stromungsgeschwindigkeit der Grundstrémung am Ort der Profilskelettlinie, kann 
aber bei geringer Veranderlichkeit der Geschwindigkeit und bei kleinen Profilwélbungen 
gleich der Geschwindigkeit der Grundstrémung auf der Profilsehne gesetzt werden. 
Up Soll die Geschwindigkeit der Grundstrémung im 0-Punkt, also am Vorderende der 
Skelettlinie sein, so da der Klammerausdruck fiir ¢ = 0 den Wert eins annimmt. 


co 
St Den = 1. (6) 


RS 
Die Umstrémung eines Koérpers kann man sich durch jn seinem Innern angebrachte 
Singularitaten hervorgerufen denken. Schrumpft der Querschnitt zu einer Linie 
zusammen, so kann es sich dabei nur um eine Wirbelverteilung auf dieser Linie handeln. 
Im vorliegenden Fall sollen nur schwach gewoélbte Profillinien betrachtet werden, 
deshalb kann man mit guter Anniherung diese Wirbelverteilung auch auf der Profil- 
sehne annehmen und nach Glauert den Ansatz machen: 


y =v —rcte 8 “ts et Yn Sin no) (7) 
; 1 

wobei die Drehrichtung der Wirbel gegen den Uhrzeiger positiv gerechnet wird. Die 

Gesamtheit dieser Wirbel induziert im Punkte 2’ der Profilsehne die Geschwindigkeit 


st 7 : 

Se ee y dx y sin gp dp 

nt Saas | Disa | a eben ae OR (8) 
O« a x, od 22% (cos y—cos ¢’) 


in Richtung der y-Achse. [Zwischen x’ und qg’ besteht derselbe Zusammenhang wie 
zwischen x und @ nach Gl. (2).] Setzt man in Gl. (8) den Ausdruck fiir y nach Gl. (7) 
ein, so erhalt man nach Umformungen und Integrationen: 

; co 

= =— ss = ar COS 1 Gp. (9) 
Wegen der geringen Profilwélbung kann man diesen Ausdruck mit guter Annaherung 
auch der Geschwindigkeit gleichsetzen, die von einer Wirbelverteilung in der Profil- 
kontur selbst in den Punkten dieser Skelettlinie induziert wird. 

Die Randbedingung verlangt, dafi die Gesamtstromung, welche sich aus der 
ungestorten Grundstromung v und aus der durch die Wirbel induzierten Zusatz- 
geschwindigkeit v; zusammensetzt, auf der Profilkontur tangential verlauft. Wegen 
der oben gemachten vereinfachenden Voraussetzungen und weil man bei kleinem 
Winkel den Tangens gleich dem Winkel setzen darf, kann man also schreiben: 


dy 


v; 
do Ey (10) 
oder nach Multiplikation mit : 
Se ee gee a 
dit, 7" 2 % V 


Durch Einsetzen der Ausdriicke der Gl. (5) und (9) folgt daraus 


co co co 
aes —- See cos n ” a 1 (3 + Be cos n | — s ae, cos n ~ 
lx e 1 1 


oder 


co co 
dy | « ao ee N’ 
AE -- ae COs N i o + x — (Yn — O% En) COS N Q: (11) 
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Entwickelt man den linksstehenden Ausdruck der Gl. (11) in eine Fourier-Reihe, 
dann erhalt man durch Koeffizientenvergleich : 


co ‘'\ : 
clits? sof" OU tical sngpd wey (12) 
Y gs Sal AL + 3/2, cos) eo nodyp + 


Hat man die Profilkontur in Form von einzelnen Ordinaten oder graphisch gegeben, 
so empfiehlt es sich, zur Berechnung der Integralausdriicke eine numerische Methode 
anzuwenden. Ist aber die Profilkontur in Form einer Fourier-Reihe nach Gl. (3) 
gegeben, so konnen die Integrationen allgemein durchgefiihrt werden und man erhalt: 


co 
herr, sa — > 0 fy + & Eq = 


y=1 


und 


co 
Sy pws + & Ep. (12b) 


n 
1 ' 
Ve — =A Sn hs 
vi) y=1 / 


Durch diese y, ist nach Formel (7) auch die Wirbelverteilung gegeben. Daraus folgt 
durch Integration die Gesamtzirkulation fiir den Fliigelquerschnitt: 


Z Ce ari) t ie 5 x 
P= [ ydo= { ra e=s | y sin p dp = 4 t U% (71 — Yo) (13) 


(Drehrichtung der Zirkulation positiv gegen den Uhrzeigersinn). Die Auftriebsver- 
teilung tiber die Fliigeltiefe ergibt sich fiir ein Fligelstiick von der Breite 6 zu: 


a UY b= tut Ole ae D> ee cos n e)(r ctg F — 22 Yn sin ” o} (14) 
1 
wobei o die Fliissigkeitsdichte bedeutet. Daraus folgt der Gesamtauftrieb fiir ein 


Fligelsttick von der Breite b 


‘ad : . ; 
Ay= | Ae dx = Tone (Yo — 1) BS a1— Yara (15) 
1 


und das Moment eines solchen Fliigelstiickes um die Fliigelvorderkante (Drehrichtung 
positiv gegen den Uhrzeigersinn). 


BE ee ge Teg Pea es 21 + 2) + &1 (1 — 2 72 + Ys) 
yee Re 2 yea +2 Yas — Paral (16) 
2 


3. Spezialfall des unendlich breiten Tragfliigels mit Streckenprofil. 


Der Spezialfall des Streckenprofils zeichnet sich dadurch aus, da die Theorie 
in diesem Fall eine strenge Lésung des Randwertproblems liefert, weil die verein- 
fachenden Voraussetzungen hier vollkommen zutreffen. Analog dem allgemeinen 
Fall werden naherungsweise auch diinne symmetrische Profile mit erfa8t, deren 
Skelettlinie das Streckenprofil ist. 

Da das Profil mit seiner Sehne und deshalb mit der x-Achse zusammenfallt, gilt: 

y= 0, _ = 
In Gl. (12) eingesetzt, ergibt dies 


Yn = & En, 
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woraus die Wirbelverteilung langs des Profils. 


co 
y=ra(—acte$ + se onrics| 
1 / 


folgt, so daB man fiir den Fliigelquerschnitt eine Gesamtzirkulation 
1 : E Vy « (€ — &) (17) 
erhalt. Die Auftriebsverteilung vereinfacht sich zu 


co Co 
dA . : 
5° — : vb « (. f Bie ee COS 2 ae ote 5 — pokes sin ” »} (18) 


a 1 


woraus sich der Gesamtauftrieb fiir ein Fliigelstiick von der Breite b zu 


EE, ee (32 eo) tb (19) 


2 
“A 


Vo 


ee : : ; 
errechnet. Da -> & = > | vdgp, das heiBt gleich dem Mittelwert v,,, der Ge- 
2 Ra, 


schwindigkeit v(m) im Bereich der Profiltiefe ist, kann man auch schreiben: 


A, = 25 Smo tb. (19a) 
Man braucht also zur Berechnung des Auftriebs die Geschwindigkeitsverteilung 
nicht durch einen analytischen Ausdruck gegeben haben oder anzunahern, sondern 
es geniigt zur Bestimmung von v,,, den tiber dem Streckenprofil errichteten Halb- 
kreis in einige gleichgroBe Bogenstiicke zu teilen (drei bis vier Teile geniigen in allen 
Fallen), die Mittelpunkte dieser Bogenstiicke auf die Profillinie herunterzuloten, 
die dort herrschenden Geschwindigkeiten zu addieren und durch ihre Anzahl zu 
dividieren. Fiir das Gesamtmoment erhalt man 


; # : ( t é 
da : (€) — &) ; = eal! vadgy, das heibt 2 (9 — &) 5 der Durchschnittswert 


(v x), des Produktes v (vy) # (vy) im Bereich der Profiltiefe ist, kann man auch 
schreiben: 
M,=22% - iP ag b: (20a) 


Die praktische Berechnung kann analog der des Auftriebes erfolgen. 
Der Abstand des Auftriebsmittelpunktes (Druckmittelpunktes) von der Fliigel- 
vorderkante errechnet sich zu: 
M, (f@g—a t (Vv? mo 


Pan Tha ge r 
A, Be + og 


Das Streckenprofil ist also bei jeder Geschwindigkeitsverteilung druckpunktfest, da 
obiger Ausdruck von « unabhingig ist. Im allgemeinen ist eine Profilform, welche 
fiir eine Geschwindigkeitsverteilung druckpunktfest ist, fiir eme andere nicht mehr 
druckpunktfest. Wenn die Anstrémgeschwindigkeit von vorn nach hinten abnimmt 
(gebremste Strémung), so riickt der Auftriebsmittelpunkt von */, der Tragfliigeltiefe 
nach vorn, im umgekehrten Fall nach hinten, wie das ja ganz plausibel ist. 
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4. Der Tragfliigel in der Stromung mit veranderlicher Anstrémrichtung. 
Wenn auch der Anstrémwinkel « eine Funktion von 2 ist, 
oe 10( 2) 10g x (2); 
so andert sich die Randbedingung (10) in 


se — Ax (4) = & + <. 
Man kann die Anstrémwinkelverainderung 4a wieder durch eine Fourier-Reihe dar- 
stellen oo 
Hot S a = Yn COSNQ, (21) 


1 
wobei die Bedingung 4a = 0 an der Stelle gy = 0 erfiillt sem mu, wenn a, den 
Anstrémwinkel an der Vorderkante bedeutet. Dies ergibt die Zusatzgleichung: 


co 


1 wt y’ ey: 5 
le eae 0. (22) 

Setzt man bh 2 
ine Oa am ie (23) 


so gelten analog (12a) und (12b) die Formeln 


/ co 
see oe Be bs ee Nv &» — a (24) 
und ee 
oo co 
Vs SS = +S En—y» son endow oie Mn+ | =F he Sus (25) 
oy y=1 


5. Annaherung der Geschwindigkeitsverteilung, Profilskelettform und 
Anstrémwinkelveranderung durch dreigliedrige trigonometrische 
Polynome. 


Im allgemeinen geniigt es, sowohl die Geschwindigkeitsverteilung und die Funktion, 
welche die Tangente des Profilskeletts in jedem Punkt festlegt, als auch die Anstrém- 
winkelveranderung 4a durch dreigliedrige trigonometrische Polynome anzunihern. 
Gl. (5) vereinfacht sich dann zu: 


und die Bedingungsgleichung (6) zu: 


& = 2(1 € £3). 
Die beiden Gl. (3) und (21) gehen iiber in 


dy rT ; 
dx AiG oy 0 - 1), COS ¢ -t. No 


‘cos 2 @ 

und 
1 / ar a? 

Ai = No + ,"’ cos p + Hq’ cos 2p 


und die beiden dazugehorigen Bedingungsgleichungen (4) und (22) ergeben: 


, 3 , 
Ns => 26 
a 2 0 ( ) 
Ws = 7 Har Fag (27) 


Daraus folgt wegen der Beziehung (23) 


a Bom / tr 4 2 , 
HG, Sal ON mas Gass Ny == Mh SS i ee 


, 1 ar a? 
- Me tae 2 Yo hs 


no| os 
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Zur Bestimmung der Koeffizienten der Polynome kann man Ubereinstimmung mit 
den anzunahernden Funktionen an zwei weiteren Stellen herstellen. Bei der Ge- 
schwindigkeitsverteilung v und der Anstrémwinkelveranderung Ja kann man dazu 
zweckmaBigerweise die Profilmitte und das Profilende wahlen. Dadurch erhalt man 
je zwei zusatzliche Gleichungen, die zusammen mit den Gl. (26) und (27) fiir die 
Koeffizienten folgende Ausdriicke ergeben: 


Gi Ai V + 2%.5 + % pe UO U4, — _ Yo 2 %,5 + 1 
peering Moora 
und 0 0 0 
i 1 
‘sr 
ie = Aeg + 3 An, yy = — zy Ao. 


Hierbei bedeutet v),; die Anstroémgeschwindigkeit in der Halfte der Profiltiefe und v, 
die Geschwindigkeit am Profilende; ebenso ist 4«,,, die Anstromwinkelveranderung 
(gegen die Fliigelvorderkante) in der Profilmitte und 4a, die Anstroémwinkelver- 
anderung am Profilende. Ahnlich kénnte man bei den Koeffizienten 7’ vorgehen. 
Kennzeichnender fiir die Profilform als zwei irgendwie gewahlte Punkte auf der 


Skelettlinie ist aber die Profilwélbung 6 = 4 und ihre Riicklage # = = “ AuBerdem 


sind diese Werte durch die amerikanische Profilsystematik fiir die meisten gebrauch- 
lichen Profile als die ersten beiden Ziffern ihrer Katalognummer unmittelbar gegeben. 
Man erhalt aus diesen Groen: 

ae 1—2¢0 66 

eat (ee ae aire 1 \: 
Fiir die Koeffizienten der Wirbelverteilung ergeben sich aus den Gl. (24) und (25) 
folgende Ausdriicke: 


ee 
Yo = — y (2 te &2 + 2m 1 + Mo £0) + %0 Fo | 
1 
i — 7 ime 11 (Eo + €2) + Mobs} + %o&1, 
l ‘ 
Yo = — = (te Eo + M1 1 + Mo Fa) + %o ee» (28) 
1 
Be ee (12 &1 + M1 &a)> 
1 


Re Gs ets: J 
Alle weiteren Koeffizienten y, mit n > 4 werden Null. Die Formel (14) fiir die 
Auftriebsverteilung vereinfacht sich zu 


G45) 6 


—2(y, sing + y,sin 29 + y,8in 3 y + y, Sin 4 p)\. (29) 
Aus der Formel (15) folgt der Gesamtauftrieb fiir ein Fliigelstiick von der Breite 6 
Ay = Zt 9 0G b {69 (Yo — 71) + &1 (Yo— 2) + &2 (Ya — Ys) (30) 


und aus Formel (16) das Moment 


My = Fg # @ v0 b {60 (Yo — 271 + V2) + 1 (M1 22 + Ys) 


= &g (Yo 2¥144 23 y4)}. (31) 


3 f =maximale Hohe der Skelettlinie tber ihrer Sehne. 
4 ¢ —Abstand der Stelle maximaler Profilskeletthéhe von der Fliigelvorderkante. 
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Die Gesamtzirkulation andert sich nicht gegeniiber Formel (13), weil schon dort nur 
die ersten beiden Koeffizienten der Wirbelverteilung vorkommen. 


Fiir den Spezialfall des Streckenprofils mit konstanter Anstrom- 
richtung erhalt man aus Gl. (18) folgende vereinfachte Auftriebsverteilungsformel : 


+ 2, cos 2 9) (cocte 5 — 2¢,sin g—2é, sin 29). (32) 


Zirkulation, Gesamtauftrieb und Gesamtmoment des Tragfliigels mit Streckenprofil 
stimmen mit den Formeln (17), (19) und (20) iiberein, nur steht tberall an Stelle 


von « der Wert . 
(Bingegangen am 7. Dezember 1948.) 


On the Boundary Layer at a Plane or Tube in a Periodically 
Oscillating Stream of Compressible Viscous Fluid.* 
By M. Z. Krzywoblocki, Un. of Illinois, Urbana, Ill., U. 8. A. 


With 1 Figure. 


Summary. The treatment of this problem by Rayleigh and by Schlichting (the latter 
used the results of the boundary-layer theory) produced partially conflicting solutions and 
therefore necessitated a more rigorous formulation of the problem. 

The author obtains in his solution a satisfactory description of the transversal velocity 
component which depends, as might be expected, on the viscosity of the fluid. 


Zusammenfassung. Die Behandlung dieses Problems durch Rayleigh und Schlichting 
(dieser verwendete die Ergebnisse der Grenzschichttheorie) gibt — zufolge von teilweise wider- 
sprechenden Ergebnissen — Anla8 zur scharferen Formulierung der Aufgabe. 

Der Verfasser.erhalt in seiner Lésung eine befriedigendere Darstellung der transversalen 
Geschwindigkeitskomponente, die sich hier erwartungsgemaf8 als von der Zahigkeit abhangig 
erweist. 


Résumé. Les résultats — contradictoires en partie — obtenus par Rayleigh et Schlichting 
(celui-ci ayant fait usage de la théorie de la couche limite) ont donné lieu & une formulation plus 
précise du probléme. Dans sa solution, l’auteur obtient une représentation satisfaisante de la 
composante transversale de la vitesse, qui — comme on pouvait s’y attendre — dépend de la 
viscosité. 

Introduction. 


Stokes? solved the problem of the two-dimensional velocity distribution in the 
neighborhood of an infinite lamina oscillating in its own plane in a viscous incom- 
pressible fluid in the absence of external pressure gradients. The influence of a rigid 
boundary on standing two-dimensional wave motion in viscous incompressible fluid 
has been investigated by Rayleigh* without, and by Schlichting?‘ with, the approxi- 
mations of the boundary layer theory. Rayleigh succeeded in finding the value of the 


1 Presented at the Meeting of Section A, American Association for the Advancement of 
Science (jointly with the American Mathematical Society) in Chicago, December 29-30, 1947, 
under the title: “On the Boundary Layer Motion along a Periodically Oscillating Plane in Com- 
pressible Viscous Fluid.” 

2 Trans. Cambr. Phil. Soc. 9, 20, 21 (1851), or Math. and Phys. Papers 8, 19, 20. See also 
H. Lamb: Hydrodynamics, pp. 619, 620. Cambridge. 1932. 

3 On the Circulation of Air observed in Kundt’s Tubes, and on some Allied Acoustical Pro- 
blems. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 175, 1-21 (1884); Sci. Pap. 2, 239-257. See also: 
Modern Developments in Fluid Dynamics, p. 187, edited by S. Goldstein. Oxford, Clarendon Press. 

* H. Schlichting: Berechnung ebener periodischer Grenzschichtstrémungen. Physik. Z. 
38, 327-335 (1932). 
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transverse velocity component. But Schlichting starting from the boundary layer 
approximations and using the concept of a stream function obtained, from the equation 
of continuity, the infinitely great value for the transverse velocity component outside 
the boundary layer. 

In the present paper the same two-dimensional problem was attacked in the case 
of a compressible viscous fluid with the use of the boundary layer approximations. 
The author took into account the two equations of motion, continuity, state and 
energy. The longitudinal velocity component was found from the first equation of 
motion, the transverse velocity component from the second equation of motion, the 
density from the continuity equation and the temperature from the energy equation. The 
author succeeded in finding the finite values of both the velocity components outside 
the boundary layer. The question of the dependance of both the velocity components 
outside the boundary layer upon the viscosity was not solved by the previous authors 
in a satisfactory way. Rayleigh found that the velocity component. parallel to the 
wall does not depend and the velocity component perpendicular to the wall does 
depend upon the viscosity of the gas.® Schlichting found only the component parallel 
to the wall, which is independent of the viscosity. Schlichting’s value of this component 
is in a full agreement with that of Rayleigh. Below the author will show that both 
the velocity components depend upon the viscosity, independently of the fact whether 
the flow is incompressible or compressible. The calculations are performed under the 
conditions that the Peclet number’ is large and that the Prandtl number’ is of order 
unity. The first condition is equivalent to a statement that the conditions with respect 
to the temperature distribution near the surface of a body past which fluid is flowing 
are the same as those with respect to the velocity distribution when the Reynolds 
number is large. In other words there exists a “temperature boundary layer” in 
- which the temperature falls rapidly from its value at the surface to the value in the 
main body of the fluid. The second condition states that the thickness of the tempera- 
ture layer is of the same order of magnitude as that of the velocity layer. 

The problem of the velocity distribution in a long straight tube under the influence 
of a periodic pressure gradient has been investigated at first by Rayleigh®. Rayleigh 
took partly into account the compressibility phenomena. He presumed the variation 
of the density but neglected the energy equation (including the dissipation function). 
Rayleigh succeeded in finding both the velocity components. Next this problem in 
case of an incompressible fluid was attacked by Richardson and Tyler® in both 
the analytical as well as the experimental ways. They discovered the so-called “An- 
nular effect’’. Again theoretically the problem was attacked in 1930 by Sex1,!° who 
solved the problem in the case of an incompressible fluid without and with the boun- 
dary layer approximations. He found only the longitudinal velocity component. 


5 This inconsistent result is by itself a strong indication that the calculations of the previous 
authors are incomplete. 


d é : ‘ ; ; 
ere, rae where ‘“‘u,” is a representative velocity, “d’’ a representative length and 


i is the thermometric conductivity. 


 (@ ep) 

Ci a 

8 See his paper (loc. cit.), p. 14. 

9 EB, G. Richardson and E. Tyler: The Transverse Velocity Gradient Near the Mouths of 
Pipes in which an Alternating or Continuous Flow of Air is Established. Proc. physic. Soc. 42, 
Dec.-Aug., 1 (1929-1930). 

10 Theodor Sex1]: Uber den von E. G. Richardson entdeckten ,,Annular Effect‘, 2. Physik 
61, 349 (1930). 
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In the present paper the problem was solved in the case of a compressible viscous 
fluid. It will be shown that identically the same procedure of solving the equations 
may be used in both the cases: plane or tube. The most striking result of all those 
calculations, previous and present, is the existance of a non-periodic steady second- 
order flow outside the boundary layer. This fact finds application in the explanation 
of “Kundt’s phenomena” observed in acoustics. 

Not to obscure the problem by long calculations of a simple algebraic nature, the 
paper presents only an outline of the method of attack. Because of that the derived 
conclusions are rather of a qualitative than of a quantitative nature. 


I. Basie Equations and the Explanation of the Method. 


Assuming that the coefficients of viscosity “u’’ and heat conductivity “k’” are 
variable functions!! one may easily obtain the following equations: 
The equation of motion: ; 


> il = > > > 2 ay 
oT + grad (5 P| —(V x 0)| = 9 F — grad p — (3) grad yu (div V) + 
4+ 2 (gradu: V) V + (grad) x @ + (5) grad (div V) + « (V? V). 
The equation of continuity: 
Ss 
oo + (0 V) =0. (2) 
The equation of state: 


p=ReT. (3) 
The equation of energy: 


Bren Be V- grad T) + p (div V) = J [(grad k) - (grad 7’) + k div (grad 7)] + ®, (4) 
Ga {2 V (V+ V) ¥}] + o —2 V- grad (div V) — (;) (div vy, (4a) 


. . . . =a . < 2 ae 
where the subscripts mean differentiation, “V’’ velocity vector, “w= curl V’, 
“Ff” extraneous forces and ‘“‘®” the dissipation function. 


Take a two-dimensional flow in rectangular cartesian coordinates ““x, y’’ with the 
Z-axis in the vertical direction without the external forces. Assume an (x, y) plane 
and refer wu =u (t, x, y), v= v(t, w, y) to the boundary layer. Outside the boundary 
layer there exists one-directional (‘‘x’’-axis) potential flow, which is a periodic function 
of time. In real terms this flow will be given by 

UL (t, @) =U, (&) cosslaxt), (5) 
where “’’ denotes the time and “‘w”’ the circular frequency. Throughout the cal- 
culations the complex variable functions will be used and hence equation (5) may 
be given by 
U=U,K=U, exp (wt), U,=U, K, = U, cos (wt), U; = U, K; = U; sin (wt). (6) 

In order to obtain in each case the real value of a function, one has to equate in 
the final result all the imaginary parts to zero. The pressure in the boundary layer 
is assumed to be transferred from the potential flow. Hence using the values of the 
potential flow one obtains 

Lo (U, see U;) = 7 Pw Ry 0, (7) 
where ‘Qo denotes the density in the potential steady flow. These values ‘““p,”’ and 
py, will be substituted into eq. (1). In addition a few other transformations will 


‘¢ 


11 iM cial. mE a3 ? ‘ 1 
It is quite enough to assume that ‘“y’’ and “k’” are function of the temperature only and 
not of the pressure. Both functions may be assumed to be polynomials or convergent series in 7’ 
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be applied. Differentiate the equation of state with respect to “a’’, substitute for 
“p,’ the value from eq. (7) and calculate from the resulting equation the value of 
“Re, T”. Substitute this last expression into the equation of continuity, which pre- 
viously should be multiplied by ““R 7’. The extraneous forces are assumed to be 
equal to zero and the effect of the gravitational forces on the compressibility pheno- 
mena is also neglected. 

In the equation of energy the factor “‘p” will be evaluated from the equation of 
state, thus reducing the number of equations from five to four. After all the necessary 
transformations one may represent the four equations referring to the boundary layer 
in the form (two equations of motion, continuity and energy) 


0uU,—pwuU, =o (U,+ UU, —uu, —u,v) + (5) (it Ua)e + by Uy Fy ee 
Pet 1 Ped 1 1 1s") o? 1 o7 
2 1 
ae (3) Ha Vy ee (3) LU Vey; (8) 
Oo? o 


Wy + (3) « Uny + (U Veda + 
0) 0) 63 


+($) Han (8) 


4 2 
ert (5) Vyy = (— @) (wz + ¥ Vy) — (5) My Uy TF Ma 
1.6 0) ie Si Gen ra & 


1 a3 Pas in (ot ¥ 35) 1 
J (¢,0T,—kT,,) = (—Vjecete.?, et.) hoe (us 2 e,) ahs 
1 1 1 (1 gen) Pier 1) 
+S [(k T2)2 + (hy Ty] +9, (11) 
6? 1 
® = 1 {(5) [eee — we ry + (Oy)*] + (ly + veh. (11a) 
&[ 1 1 1 Ce | 


The order of the terms will be determined. To this end introduce certain notions 
from the theory of incompressible flow.” Let “6” denote the thickness of the velocity 
boundary layer and “‘6’” the thickness of the temperature boundary layer. Assume 
that both the thicknesses are of the same order of magnitude. The velocity ‘‘u”’ changes 
from zero to its value U in the main stream in the length “‘6” the temperature and 
the density change from 7’, and 0, (at the surface of the body) to 7’) and oy (the tem- 
perature and the density of the body of the gas) in the length “0’”. Take U, (1) — T;), 
(09 —@;), as the magnitudes of standard order and “6” as small. Assume from the 
theory of incompressible fluid that “‘v’” is 0 (6). Assume also that the viscous term 
(u &,,) must be of the same order as all the Ene terms (0 U U,), etc. Since @ has the 

se02 j 
dimensions oe", the term (0 u,) will be ( fue a) 0 (1)|. The term (ww,,) must 
be ( aa | (ae (sn 0 (1), which means that “y’’ is ~ 0 (6?) or “d” ~ 0 (Vi). 
Similarly the assumption that in the energy equation the conduction term ,,k 7',,”’ must 
be of the same order as all the convection terms ‘‘w 7',”’ etc. leads to the result that 


“hk”? ~0 (02). Of course, ea is 0 (1). These results permit finding the order of all 


terms (marked below the equations above). 


122, H. Blasius: Grenzschichten in Flissigkeiten mit kleiner Reibung. Z. Math. Physik 56, 
1 (1908). 
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The general method of solution of this set of non-linear partial differential equations 
will be explained.!? The left hand sides of eqs. (8711) will be assumed to be a linear 
partial differential equation of the second order with constant coefficients. To this 
end one must assume that on the left hand sides there is: ¢@ = @)9 = const. in eqs. 
(8, 9, 11), “ = fy) = const. in eqs. 8, 9), 7 = Ty = const. in eq. (10), k = ky = const. 
in eq. (11), where the subscript “0” refers to the undisturbed, steady potential flow.™ 
The right hand sides of eqs. (8, 11) will be split into several parts. Hence each equation 
will be split into a set of non-homogeneous equations giving a sequence of successive 
solutions denoted by “w,”’, “we”, “us”, .--, “01”, ““V_”, ete. In each of the subsequent 
equations the results of all the previously solved equations will be used. After all the 
terms on the right hand side are exhausted, one may repeat the procedure an arbitrary 
number of times, always using on the right hand side the results of all the previous 
solutions. Hence the finite or theoretically the infinite series 


n n n n 
ef 

) | bs Un) lb J Uns 0 — > Ons (oe b2 ie 
1 L 1 1 


may be obtained. The parts of the functions ‘‘w,’’, “v,”’, etc., which express the 
dependence on ‘‘t’ will be always represented as the exponential functions with 
imaginary power coefficients. The values of the power coefficients in the subsequent 
terms of the series for ‘“‘w’’, ‘“v’, etc., will increase, because on the right hand sides 
of eq. (8 to 11) one has always the products of the functions “u’’, “v’, etc. Hence 
the functions ‘‘w’”’, ‘wv’, etc., will be expressed as finite or theoretically as infinite 
trigonometric series (Fourier series) in “‘t’”’ with variable coefficients (functions of 
FTES O10 MRE Oe 


ec) 99 


Instead of the “y’’ coordinate a dimensionless coordinate ‘‘7’ will be used 


. oO u 
ae V2. bas = (12) 


II. First Approximation. 


1. The longitudinal velocity component. 


This component will always be calculated from the first equation of motion. 
Assume on the right hand side of eq. (8) @ = oo, 4“ = My, v = 0. From all the terms 
of 0 (1) the term containing “U U,”’ and the convection acceleration terms ‘‘a w,,.” 
and “u,v” are smaller in comparison with “U,”’ and may be omitted in this approxi- 
mation. Hence the first equation of motion takes the form 
| Qo Ure — Mo Uruy = Qo Ui. (13) 
Put 

u, = K (t) U, (a) 31 (y) = Gye teuy, (14) 
with the boundary conditions: 

Uy = 3, = 0, for 7 == ‘a == 0, 

uw = Uor3, = 1, for 7 —- oo. 
After substituting eq. (14) into (13) one obtains 
a jn ara’ aa == 2. (15) 

8 The case of an incompressible flow was solved by Schlichting, loc. cit. Schlichting 
used only two equations: the first equation of motion and continuity. The method applied by 
Schlichting was readjusted in the present paper to the set of four equations. 


4 Tn addition the assumption, concerning the value of “‘v’”’ on the left hand side of the equation 
(10) will be explained below. 
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The homogeneous equation has the solution 
es a mea Lrist) 
31 = —exp(—ay), a=Vis™ , 
1 / J V2 
and a particular solution of the non-homogeneous equation is 3, = 1. Hence the 
general solution is 


(16) 


$1 = 1 —exp (—a yn), (17) 
with all the boundary conditions fulfilled. 


2. The transverse velocity component.!® 
This component will always be calculated from the second equation of motion. 
On the right hand side of eq. (9) preserve only one term of 0 (6) ice. (5) uu Wey | 
omitting all the others. Hence eq. (9) will reduce to the form 


? 


4 1 
Co Vit — (;) Ho Vryy = (5) [Ho Uay- (18) 
Put 
: v, = —g, U,, K G, (n), (19) 
and obtain: 
Ces, Pes 1\ -—.., 
09 O Gy (3) Gy 4 G,| =a (5) V Ho Co a1 (20) 


with the boundary conditions: 
Se Gy Oise Tom 6S gr 70; 
Oye == Ge 02 efor yy Sco! 


The homogeneous equation of (20) has the solution [exp |—('3) a a a parti- 


cular solution is exp (—av7) and the general solution is ' 


G, = {exp (an) —exp oe a a na |/e(2) (21) 
with all the boundary conditions falfilled.” 


3. The stream-function. 


Assuming the incompressible fluid from the condition that uw, = y,,, where “y,” 
denotes the stream-function, one obtains?® 


ss Te U, exp (twt)X, (7), X= Hyt+ fe exp (— a 7)\— (=). (22) 


whereas from the condition that v, = — y,, one has 
wy, = 9, U, KG, + const., (22a) 


15 This solution was previously obtained by Lamb, loc. cit., p. 619, by Schlichting, loe. cit., 
and is cited in Goldstein’s book, loc. cit. The values of w,,, 1; 31, and 3,; are given in the 
Appendix. The diagram shows the functions 3’ s denoted by Z. 

16 Schlichting using the concept of a stream-function calculated the value of “v’” from the 
continuity equation and obtained the result: 


POs Ae ee 1 1 1 14 
Vy =—|/ Uy, X1(n), X= 9 + (;;) exp ("a G) — (<) (;,) ae 


For 7 =0, v; =0, but for 7—> 00, v,;—> oo. Hence the boundary conditions are only partly 
fulfilled. Schlichting does not discuss this result. In the present paper the author succeeded 
in obtaining the result, which fulfils all the boundary conditions. 

17 The values of v,, and v,,; are given in the Appendix. 

19 Schlichting’s results. 
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where the constant of integration may be assumed to be equal to zero. There is a 
difference between the two values of y,; the difference will be increased when the 


factor ©” in case of a compressible fluid is taken into account. This may be con- 


sidered as the error of the first approximation. 


4. The density. 


This will always be calculated from the equation of continuity (10).. Put on the 
left hand side of (10) the value @ = 9,. One may distinguish between two kinds of 
variations of the density in the boundary layer. The first one may be due to the 
differences in the density at the plane (e,) and in the potential flow (g,). This difference 
may be caused by the heating of the plane and by the difference in temperatures at 
the plane (7',) and in the potential flow (7',). Consequently this variation should 
exist even when the fluid is at rest. The other variation is due to the thermodynamic 
processes connected with the velocity of the potential flow “U,’. This variation 
should exist even if there is no difference in temperatures i.e. if 7, = 7). The last 
variation must be connected in some kind with the Mach Number of the potential 
1) “Onithe right 
(f Ty) ° 
hand side of eq. (10) the terms involving the velocity components in the boundary 
layer “w’’ and “v’” will contribute to the first kind of variation. Hence in these terms 
the value of the density difference 0, = (0, — @o) will be inserted. The terms involving 
the velocity of the potential flow “U”’ will contribute to the second kind of variation. 
Hence in these terms the value of the density “‘o,’ will be used. Besides that put 
on the right hand side the value wu = uw, and v = v,. Retain on the right hand side 
only certain terms: 


ET, 014 = 09 U Ug ty — BQ, To (Uye + yy). (23) 


flow i.e. should be related with an expression proportional to 


Since the use of complex variable notations is permitted only in linear operations, 
on the right hand side of eq. (23) one has at first to perform the multiplication of the 
real parts only. After the multiplication operations are performed the complex 
variable notations will be restored. Thus? 

GU UL a= (<) U? Uys 09 [31r (cos 3 w t + 3 cos w t) — 3,; (sin 3@¢t+sinwt)], (24) 
or 


1 : : a : 
G,U Us 6, = (<) OU? Uys Oo (3; [exp (3 4 wt) + 2 exp (iw t)] + 3, exp (ta t}, (25) 


and after performing all the necessary transformations 


Ro, 75 ie + Vp) = Rog Tee, (2) exp (| a vl — i} exp (i@t). (26) 


The integration must be performed with respect to ‘¢” as the independent 
variable. This means that after the integration is performed there will appear on the 
right hand side of (23) a function of ‘“‘a”’ and “‘y’’. To fulfill all the boundary conditions 
this function is chosen to be 


F (x, 1) = [@o + @ exp (—a n)]. (27) 


1 mf 1 
= () @.+ 1)» 314 = (— 4) (5) ($1 — 31)» 
(— ) [exp (¢ x) — exp (— 74 a)], 


2°” The following formulas may be useful: 3,, 
1 : f : 1 
cos & = (5 [exp (¢ «) + exp (—7«)], sn « = > 


Re {3 w exp (— 4 «)} = Re {3 w exp (i «)}, ete. 
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After performing the integration the resulting value of “0,” consists of two parts: 
periodical and stationary. 


0, = 107 Uys (O11 + O12) + [Oo + Oy exp (—a 7) I. (28) 
periodical stationary 


Let us discuss the boundary values. 


a) Compressible, periodical flow: 


n=, 01 (0) = [1 —(19) exp (io), e12 (0) = 0 01 (0) =F Ure On (0) + 0 


The last result means that at the plane there are the oscillations of the density 
due to the oscillations of the pressure. Those oscillations are superimposed upon the 
density “‘o,” 


==, COs O10 = Oy exp (tw 2), 
1 ‘ 1 ae ; 
ane = (— 4) Ur (RT) o6|(F) exp Biot) + 3exp ion], (29) 
Oo, = Re [tw Uy, (Oo + O120)] + Qo: (30) 


The first term in eq. (30) determines the oscillations of the density in the potential 
stream (outside the boundary layer) superimposed upon the density 0). These oscil- 
lations are due to the oscillations of the pressure. 


b) Incompressible, periodical flow: 

In this case 0, = 0 and also ERS — 0, since this type of flow may occur at small 
velocities. As is obvious from (28) the value of 0; = 0. 

c) Compressible, steady, non-uniform flow (U, + const.): 

In this case one may assume ¢ = const. = 0, and in (28) one has to put exp (7 w t) = 
= 1. This will be caused by the fact that in this case one will be always on the real 


axis of the Gauss plane in which the functional dependence on time is represented. 
The value of 0, will be given by: 


Oy aan Oe wt Oxistea == O128Kt0a) = i 00 = 0d exp (—a n); } 


rn = wf —(!el (12) 00} 
Orasten = (—) Us? (2 To) eo] (F) sr + 31} (308) 
0 (0) = Viz 0 [1 —(1) | + 0, 

Qe = Uy, {2 os (+) Uy (RM) oo} + @o- 


The density at the plane and in the stream outside the boundary layer is affected by the 
variation of the velocity U,, and by the value of the Mach Number [~ U,? (R T))7*]. 
The product (#1 U,,) must represent in a dimensionless form the variation of 


oe be 


the velocity U, with the distance “x”. 
d) Incompressible, steady, non-uniform flow: 
= UP) ae 
0; = Co; the term (ats) 0, 0; = Oo. 
e) Compressible, steady, uniform flow: 
U, = const., 01 = @o a Oy EXP (=a n), 01 (0) = 0s, Q0im = Co- 


f) Incompressible, steady, uniform flow: 0, — Qp. 
The points e) and f) may be assumed to define the values @, and Qo. 
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5. The temperature. 


This will be always calculated from the energy equation. But at the beginning 
one has to find the initial value of 7’ (denoted by 7',,).1 This value will be assumed 
to be equal 7, = Ty) + T,exp(—a7), To = T;—T. This value holds even if 
the fluid is at rest and 7', + 7’). The boundary values are: T,, (0) = T,and 7, . = T. 
In the first approximation put on the left hand side of (11) the values g@ = Qo, k = ko, 
T = T,, and on the right hand side the values u = uy, 0 = 1, 0 = 01,4 = Mo, T = To. 
For the illustrative purpose retain on the right hand side four terms 0 (6?) from the 
dissipation function” ® and two terms 0 (1). Hence: 


J (C, Qo Ty — ky Drei) a= F, i F,, (31) 
Fy = Mo tts) [(g) — tie Ure a iy 12) (31 a) 
Fy = (— B @ To) (Mie + Yr): (31b) 


At first the function F, will be taken into account and the part of the function 7’, 
related to F, will be denoted by 7,,. The function F, will give the part 7'p. 

On the right hand side one has to perform the multiplication of real functions 
only and next return to complex variable notations. After all the necessary trans- 
formations one obtains: 


4 8 
J (Cy Oo Tit — ho Tiyy) = Mo | Or 20, exp (27@ | (32) 


where the functions “O,”’ are given in the Appendix. The temperature function 
“T',,” will consist of two parts: periodic and stationary. Equation (32) was split into 
eight parts and each part was solved separately. The result is? 


4 8 
of A eae! he > Lyn Min + % + > Lyn Min + &, exp (—bhy, n| exp (27@ o|. (33) 


n=1 n=5 
To fulfill the boundary conditions: 7, (0) = 0, and 7',,,. = a finite value, the follow- 
ing items must be observed: 
a) the constant entering the term of the form C 7 must be equal to zero, 
b) the homogeneous equation has a solution in the form «, (x) exp (—b,7), and 
8 


the function -«, (x) = — D2) (Lyn Min) = 0, 
5 4 
c) the function of integration o%» = (x) = — D) (Lin Myn)n = 0 


1 
The value of 7’,,., is equal to 7) %». The function 7',, has no contribution to the 
oscillations of the temperature in the potential stream. The terms L,. M,., Ly, M4, 


7.2 
are 


and «a, are proportional to | T ), hence depend on the Mach Number and tend to 


zero for an incompressible fluid. These terms appear also in a uniform flow (i.e. 
U, =const.). All the other terms depend on the variation of U, along the a-axis 
and vanish for a uniform flow. The entire value of 7',, is a function of w. For a steady 
flow one has to assume exp (27. t) = 1. 

The function Ff, gives a solution in the form?! 
Piya = Tq Uy, {48 exp (—C¢, 4) + O%_ + Oy, exp (2 a nt exp (?@t), (34) 


21 Hence, =i ae 


* The term u,,° from the dissipation function will be omitted in the first approximation 
because it leads to the solution which assumes an infinitely great value for 1—> co. This is a 
contradiction to the superposed boundary conditions. It may be taken into account in is. 

*° In the list of functions L,, M,, the second values refer to 7 —> oo, and the third to 7 = 0. 

24 In F, from oe, only the value oe, was retained. 
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where «,; exp (—c,7) is a solution of the homogeneous equation. Because o,; = 
= — (X45 + 7), the value 7',, (0) is equal to zero with the constant of integration 
equal to zero. The value 7’, ., is equal to 7) Uy, x1, exp (i w t). Hence in the potential 
stream there are the oscillations of the temperature due to the oscillations of the 
velocity. The value of 7',, . for a steady flow [7 exp (i w t) = 1] is equal to (— 1) O16 Ure 
and it vanishes for a uniform flow (U, = const.). It depends on the viscosity but 
does not depend on the Mach Number, hence appears in both the incompressible and 
compressible flows. 


6. The coefficients of viscosity and heat conductivity. 


Let 
RSP Sar 6PpeRM ty TST, ET, 
then 
Ha = Mo +X Gr: [Ty exp (—an) + Tr}, (35) 
by = by.¢, ny. 


ILI. Second approximation. 
1. The longitudinal velocity. component. 


One may easily notice that the approximations of higher order are the matter of 
routine work. For the illustrative purposes the calculations will be divided into two 
parts, the second part being entirely dependent on the compressibility effects. At 
first keep in this approximation three terms 0 (1) and one term 0 (62): 


4 5 ‘ 
Qo Ut — Mo Uayy = 0, (U Uz — Uy Uy — 0 Uy) + (5) (1 Ure)a?. (36) 
From the last term in (36) only a part was taken into account and namely 


4 = 
( 3) Hy Uye0, fly = ~ PGT, PT, = ~T x, 
D5 yg OXP ie) a n| exp (i @ ft). 
Using on the right hand side only the real parts, performing the necessary multi- 
plications and returning to complex variable notations gives the result 
4 
Qo Vat — Ho Vayy = a P,. (37) 
= 
For illustrative purposes take into account only two terms from the stationary part 
Po: (—o) Ueivy = the first plus the last term from Py. 

The solution is given in the Appendix. To fulfill the boundary condition that 
for 7 —> co, U,;, must be finite, the constant H, must be equal to zero. The value 
of E, was determined from the condition that w,; (0) = 0. This stationary, non- 
periodic part of the velocity ‘‘u.” produces, even outside the boundary layer, a steady 


second-order flow, with a magnitude 


Jn ns ee (8+4/3) |, _ wet, 
tarsi re = ReB,=(—G) 04 U Urs a eeacrey Goa 


16/3 
—|7- 


Me Gay (Qo @) 47 To Uyx Uyen. (38) 


25 The total value of 9, was taken into account. ue: 
26 The term which results from this part is due not to the compressibility effects but to the 
variation in pressure. Hence it holds even if @ = const. 
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The value of ts;sta >« (38) is different from the value of Uesta ro In an incompressible 
fluid found by Lord Rayleigh and Schlichting.” This is due to the fact that in both 
cases different values for ‘“v,” were used.?* The third term is due to the variation of 
u with the temperature (directly) and with the pressure (indirectly). This term appears 
in both incompressible as well as compressible flow, but was not found by the previous 
authors. 
As the second part one term will be taken into account: 
Oo Use — Mo Uo2uy = Pa. (39) 
A solution is: + 
Use = ke (%, 7) exp (570 1). (40) 
The term containing D, represents the solution of the homogeneous equation. To 
5 
fulfill the boundary condition wu. (0) = 0, the coefficient Ds must be equal to (- ee D). 
2 i=4 
For 7 — co one obtains U5, = 0. Because D,; ~ [e5/ the entire function U2, 
0 


depends on the compressibility effects. 


2. The transverse velocity component. 
Retain on the right hand side of eq. (9) two terms 0 (0): 


4 
Go Yar — (3) Lo Vavy = (— 011 Vry) + Hae Ury- (41) 
From the first term on the right hand side retain only the part 0 v4, ,,, and from 
the second term only the part 
Ub Gy ae Urry» De =~T 12ra> T yore =~? Ty Oy 20 X16 sin (@ t). 


After performing all the necessary calculations one obtains 


2 
3 Oo Vor — 4 Mo Vouy = 2.9 2. (42) 
+= 
Letting 
Vg = Vo, Exp (22. @ Tt) + Vag, (43) 


one can easily obtain the value of v,, in the form: 
8 


ee = Ey, exp (—B; ) + yo.- (44) 
8 

To fulfil the boundary condition that v.. (0) = 0, one must put yy = |— >’ Z, ”} 
i=1 


Hence the value v2. + 0 and it represents the stationary flow outside the boundary 
layer, which depends on w.2® The obtained results permit the conclusions contained 
in the introduction. 


7 The term containing « was originated from the term 0 (6?) in (36). Hence it was not taken 
into account by the previous authors who introduced only the terms 0 (1). But this example 
readily shows that in order to obtain a clear picture of the phenomenon one cannot derive con- 
clusions from the results obtained with the terms 0 (1) only. The terms 0 (6) and 0 (62) should 
be also taken into account. Although these additional terms [0 (6) and 0 (62)] will have a less 
influence on the total phenomenon than the terms 0 (1), nevertheless they prove that the con- 
clusions of the previous authors are incorrect. The calculation of other terms is routine work and 
consequently is beyond the scope of the present paper. 

*® Because the value of “‘v,” found in the present paper fulfills all the boundary conditions, 


it seems, that the newly obtained value of “ws, sta ;,.” is more accurate. The both first terms give 
the resultant value equal to ~ (— 0,181) a U U;,,. 
29 Schlichting obtained v.54 —> co for 1 —> co. 
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IV. Flow in a long straight tube. 


Assume cylindrical polar coordinates (x, 1, w) with the w-axis in the direction of 
the axis of the tube. There are no extraneous forces and the effect of the gravitation 
on the compressibility phenomena is neglected. The circumferential velocity com- 
ponent is assumed to be equal to zero and all the dependent variables are not functions 
of “w’”. The assumption of a potential flow in the x-direction outside the boundary 
layer leads to the following set of equations: 


QU, —MU,, = oe (U,+ U U,— uu, — u,v) + 4 (lt We) + lb () Uy, + 
1 1 1(1 1 1 ie 2 &( 6-2 
+ (3) (5% + eer)|—(F) me [(Z)o +o] + ae (oe + ve), (45) 
m) 7) O- (6 i) On(Om 0) 
Ov, —($) Vy = (— @) (uv, + v v,) + (;) lu |e. + 4 ( , v, (=) v| + 
1.6 0) l (d QV) O° (d= i ) 
+ (ft Uz)e.+ Me Uy : Ju [x + (“Je —2 v,|, (46) 
3 r) 6 (1 é I) 
RT = Ro{uT, — [u. (;) ot »,| T+RTve,+(U,+UU,)uol, (47) 
1 Gah l } ia) 1 1 1 
J (c,o T, —k T,,) = (—JS co 0) (uT, + vT,)—Ro T | u. ok (- v + »,| + 
1 1 a i 3) 1 1 } l 


+I|(kTje+k(>) 7 +h, 7] +, (48) 
6? 5 1 


ee ag)! Seong en 


where “‘w’’ denotes the axial and “‘v”’ the radial velocity components. Sexl and Gold- 
stein assumed for the value of “U” the expression U = U, sin (w t) = —17 U, exp 
(iw t).°° This gives as the first approximation to p, the value (— p,) =8 U; = 
= 0 U, exp (iwt), or (—p,) = @ U, coswt. In this case, as one may easily verify, 
the first approximation to “w”’ is 

@ 


Uy — ey u; K a with 1] = (tes —r) Ve (49) 


Vo 


where ‘‘R,’’ denotes the radius of the tube, and 3, is given by eq. (17). The first approxi- 


Te Ne 


mation to “wv” is 


= ee Gy Gy = jexp |- re) a | — exp (—a n}. (50) 


The calculations refer to a large value of a Ve i.e. it is assumed that for r >0 


9 . 
(in the central part of the cross-section) the value of 7 —> oo.” But the assumption 


30 Both Sex] and Goldstein assumed that the velocity along the axis is independent of 
i ng the tube i.e. U; =1. 
es i aes the result ohtascnl by Sexl (loc. cit. p. 357, eq. 8b). Hence the ee 
siderations refer to a compressible as well as to an incompressible flow, 1. @. Umax is obtaine one. 
on the axis of the tube but in the neighborhood of the wall. The value of “v, was derived for the 
first time by Rayleigh. Neither Sex] nor Goldstein found the value Ole wie. 

32 Sexl’s and Goldstein’s assumptions. 
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that the same law of the variation of the velocity in the potential stream applies in 

both cases (plane and tube) leads to very similar sets of equations and to an identical 
fps 1 

procedure of solution. The only difference is in the terms containing the factor (=) 
pee 1 : 

and in the signs of “7,” and ‘‘y,”. The terms containing the factor (;) may give 


the solution in the following way: 
The factor (} may be expanded into a power series: 


rls Se aye Oe ae 


The term 7 exp (—avy) will give a solution in the form 
f (n) = #, 7 exp (— #, y) + F, exp (—F, n), 
the term 7? exp (—a~7) will give a solution in the form 


g (n) = H, 7? exp (— H, n) + 1, n exp (— I, n) + K, exp (— K, ”)s 
etc. 


VY. Comparison of Schlichting’s and Author’s Results for a Plane. 


The diagram given below shows clearly the differences in the first approximation bet- 
ween the results of Schlichting and those of the author. The functions 3,,and 3,,areidentical. 
But there is a significant difference in the transverse velocity component. Represent 
eq. (19) in the form: 


33 B. C. is fulfilled: 7” exp (— a7) -—>0 for 9 —> oo. 
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Schlichting’s results are: 

es 1 1 ; : 

eof) 16 spool) (3) a 

; 1 1 ? 

renee Oaks ae ee 

7 (v3) (7a) =| ] ale (73) la, all 
Schlichting’s results are marked on the diagram by the symbols X,, and X 7 
Appendix. 

Ge B he = U, (K, gir — K, gui), Uye = Uy (K, gue K, dir) K, = cos (w t), 


II. 2 Vir = (— Uy) [Ky (Gir Gar — 915 Gi) — Ki (Gar Ge + Gis Gir) ], 
Cis = (— Oye) [Ks (Gir Gar — 914 Gas) + Ke (Oar Gre + G12 Gar) ], 
mb / ¥o == pers OO % 
(WS mA 
" Va Wel aae| fevea\e 
Nicaea eeraid ual ered 
DEK 7 a hes V3 
Gu = ox (—Fe) sin (75) + oo |(— 75] 9] sn |} 
[3 [¥ : 
Il. 4. G1. = Bs {! — ( - exp lé Le a ul} exp (7 at), 
C12 = (—+) U,? (BR Ty) Q {ls exp (37mt) + 2exp (to )| i 
+ 31 exp (0 mt) ¢. 
Z =, ] t is 
IT. 5. 0, = (5) Oye (@ 31 + Gy’) Gy, 0, (3) (=) UO? 81 31> 
am ] Vo 
O; a = a) U, O20 31 Gi, O, — (=) (“) Op ee ES G,, 
(2) vsaf2 (4) —ia]av, o=(3)(2) ova 
0; = 3) [2 (=) a: 1G, 1%, Ve WA 1 31> 
DD 1 
0,=(=—2 ({) ed sa Oe ee (=+) (2 “i U ran? G2, 


Ly, My = (— 3) (Mo Yo) (@ ky J T)3 U4," {exp (= V2 9) 


= E exp (3) | oe V3 a, exp (— a, 7) —('P)a.- exp (— 
Fee een |(— ho} 0. - 


=o (—3] (Ug Yo) (@ ky J To) * Uy? ( as] v4 fea )| 


Ly, My, = (— 4) #0 (ky J T,)* UY exp (— |/27), = 
= (—{) Ho bo Do) OY, 
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i 
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a pal — 
Lys My3 = po % (@ ko J To) U1 Vien [i (5) exp (—//2n) — d, exp (— 


49 — 32 //3)i—8 
— a7) } = 0 = Yq (w ky J To) Uy yale i | 


Ly My = (—3| (Uo %0°) (@? Ko J To) Oyen {(= exp (— —/2n) n) 


& a," exp (— a, 7) — @,~ exp (—@, %) + (3 exp: 
3 (343—192)/3 
{| V3) |}. =0.- (— Ho ¥0") (0 leo F To) U san? f 588 y ai 


Lys May = Use? {a exp (— a1) + % exp (— 2a7%) ) +a, exp |{—! rele n|+ 


= 5 
+ exp (—/3 a) + Os exp) ie fe i an|\ =0,= Cie, Xi, 
1 
Ly, My, - U «exp (— 2a), = 0, = U/? a, 


DPI ree a Bie BORSA nese © (—)2 7) + 4) exp (—a,7)], = 9, = 
a 2 U, Oss (xg =F O19), 


Ly Myg = Uy 23" on exp (— 2@%) + %4, exp (— /3a /) Ba 


laa 13 
a O13 ©XP fee ie ar i a nl. = 0, = Oe OF, 
11 


a, = (2 2)4[(2 + V3) +4(2 —f3)], 4 = 2/2)7[2 + 
+ /3) —1 (2 —//3)], 


dy = 4 (49) (4/37 + J), by = a (25ehe)5, 


Oy, Xe, 2. oy Hyp = (V4 MQ?) [3 CFOS To (2 Cy fg — ky) ] 7 

(—4 Uo") [3 C9 OF Ty (Cy Mo — 2 ky) ]>, 

(—1 8 uo") [V3 eo oS Ty (8 Cy Mo —3 ko) 

(—t po’) [2 C9 OS Ty (2 Cy pty —3 kg) ]> 

(+ 16 wi?) {V3 Qo F Ty [8 Cu tg —(7 + 4/3) ko} >, 

(0, 25 po) [J (Cy Mo — 2 ko) To], 9, 

[Mo” (Cv fot + ko) J [2 Qo OF (Cy? fg? + ke?) To], 9, 

4 ug [0 (hy — 8 Cy Uy) —4 V3 Kol {IF Qo @ Ty [48 kg + (8 Cy Mg — ko)? }} 4, 
(— p°) [4 @9? wo? T To (Cy pty — 2 hey) | 

(— Mo) [2 @9? w? J Ty (2 Cy Wy — 3 keg), 

(4 p10?) {00 @? SF Ty [8 Cy My —(7 + 4 V3) ) Kol}, (— O16 — 49), 

aR (Jc, @)+(~sec), (62 V3 pug R) [J w (3 ky —4 ©, uo)]+ (~ sec), 


a 
= (75) be 


Gy =a+267,4+38c¢Te4+. G,.=b+3c7,4+.. gO... 
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ET, 1, Py= (5) c0U Ure — a ) t/a W'| + 
+ (4) (@o 0 Urs) (exp (—an) —[exp (—an) + 
+exp(—Zn)| ad +2) 2G a’ [exp (—an) + 
+ exp(—n)]l + (3) Gn a1 To Use Uree (31 + 
+asfoo[{'2)oa}seo[-(2) ah 


P, = (Fg) © 00 U8 Wid (RT) 6 {(3, + 2 ay) (1 — 332) + 


E - Ja a) + Vy 2 1 Gy x | a} exp (mt) + 


| 


(91H dx’ — 91 G: a1’) — es exp ee a n) “ie (3) : 
{a dye 2 9G, x’ | exp (7 @ ¢), 
P= {(4) 000 0,.|0 —3 °) V2 G4 |+ 

(:) 


z) U a 1 
4] @ Gale 9G, 31 4 (1 31 31 ae 


+ zit (exp @&H + exp a ‘ +. 


ie. 3 
‘ell Ga ts PU ge Uize Gi + 3) lexp ae a n) =) 


=-— exp ae a} n) | exp (27 2), 


2={(- 76) On Oo Uy Uy? (R 14 [(2 a +) ees) Ea 


{i)weenercsf 1 on( 2 oo) ae 
(;)e GeO? U5 % | 4) ©XP 3 a1 (5 
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he V2 91 Gy 31’ (31 + 2 31) 2 (91 G1 31 —% Gy 41) (231 + 31) + 


+ / SG ay’ 2a + hy) ! VE 6 Oo eal 


+ (gler@u H25[(— oat an) +(3)) 


; (: ee // _ 91 Gy 31 a} exp (37 ot), 


P= (=f) o> 09 Ue Tid (B71 | (1 — 4) + 


=F y= 914, 3 | 31 exp (52 @ 2), 


1 = 
ta, = Dy {i [exp (—a17) —exp (—a7) | —(ys)eexp (V3 n) + 


2(3-+4/3) + 2% et 
xe 29 + 12/3 Jexp( ay ") ae 


« rf) sfo(- 


Ingenieur-Archiv III, 5. 


lw 
/ 


Le a ") = exp Pe a “)| == 
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+Foatg] on (-t35% 
—l Hw] -[2885=2 Jon 
[pee o|-[e815 oe 
[(-a ea) nl} + Bin + E,, 
Drm (-B) rt O(a) 
»=(— ¢) Hn (0, ot ay tet eas (~2),. 


B= (— Dn i 8 yal} + (ae) 
kop = D, exp (—an) + D;exp (—2a%n) + 


+ Dero (V3) —2] on) + ron (42) +t]oo}s 


+ D, exp (— k,n), 


D, = (— qq) 807 Us Oye (RT,)2 , D=(5] De tee (— 3] Ds. 
4 4 
De =| |e =| 
Gs 3) (4/3 — 13) i=4 
k, = + Vda 
3 [% i Ta) , = T 7 , 
Ill. 2. a= (2)// s [eo Uya? (¢ Gy — Gy) Gy’ — 2 Ge Ty Uy Oye M16 §1'], 


3 Vo . , Nas =S , 
Q.= (=) eS leo Uae’ (Gy — Gr) G, + 2 Gey Ty Uy Uy20 %¢ 31 | 
-exp (2712), 
V2. = E, 1 exp (— a, 7) + y, exp (—@,) + y3 exp (—2ay) + 
+ ysexp (—V/2) + ¥5 exp (—)/6 1) + yeexp (— 3am) + 
+ y, exp ex oF a n|} 4 EB, va exp (—an) + Yo, 


* AS Wiese 2 l 1 
Ya = GAS, Yo (13) a7", Y3= (—j) e+, wu= (—$] a, 


Y= (8) a Y ala: I |- y —— 2 —@Q 
1h (2 3) i edeame eee eo 


ae 
a}V . (Qo) UW Gay Ty Uy Uren X16 (ss); 
IV. Uy = (—U, 
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m= tose oo (5) 


K=exp(iot), K,=coswt, K; = sin (4), 


1 M% ; 
Vy, = (Fe) 2 U1» Ea, (Gy, — G,,) —K, (Gi, ={* Gail 


: Bode - sed ‘|( ed 1 
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Das FlieBen von Metallen unter verschiedenen Beanspruchungen. 
Von A. L. Nadai, East-Pittsburgh, USA. 
Zweiter Teil. 


Mit 12 Textabbildungen. 
(Fortsetzung. Siehe auch Osterr. Ing.-Archiv Bd. III, Heft 3, S. 261.) 


c) Das FlieBen von Metallen mit Verfestigung. Nehmen wir nur kleine, 
rein plastische Verzerrungen an, so kann die Theorie des idealplastischen Materials 
durch die Annahme verallgemeinert werden, daf die oktaedrale Schubspannung tT, 
eine langsam, monoton wachsende Funktion der Schiebung y, ist, daB aber t, nicht 
von der mittleren Spannung o abhangt. Da die bildsamen Metalle unter zunehmenden 
Spannungen sich bleibend verformen, wird durch eine Verfestigungsfunktion der 
Schiebungen y,?° oder durch ihre inverse Funktion ausgedriickt 


T) =f (Yo) oder Vy = 9 (T); (138) 


worin die oktaedrale Schiebung lautet: 


3 ‘ 
=F) (ce ear yey E,)* + (é 9 la 7”) (Yau? + Vue" + Yea"): (139) 


Da jedes y = 3 @r, lautet die FlieBfunktion fiir ein Metall mit Verfestigung 


a Line og: (T) 140 

ae 3 f (Yo) 3T) ( ) 

Mit diesem Wert fiir ® kénnen die Komponenten der plastischen Verzerrung in 
Gl. (118) als Funktion der Spannungen ausgedriickt werden. 


35 R. Schmidt: Dissertation, Géttingen 1932, fand diese Beziehung bei seinen Zug-Ver- 
drehungsversuchen an Kupfer fiir nicht allzu groBe Verzerrungen bestatigt. E. A. Davis in 
Pittsburgh hat zur Bestiétigung dieser Beziehung wahrend der letzten paar Jahre wertvolles 
Versuchsmaterial gesammelt, auf das spiter noch Bezug genommen wird. 

28* 
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Wir erhalten z. B. fiir den Fall eines ebenen rotationssymmetrischen Verzerrungs- 
zustandes mit der axialen Dehnung «, = 0% aus den Spannungs-Dehnungs-Be- 
ziehungen Gl. (118) a 


6,=(06,+6,)/2, &=—&= non (0, — Or), (141) 


WO 6,, 6; 6, die radiale, tangentiale und axiale Normalspannung und ¢,, & € die 


entsprechenden Dehnungen sind. 
Aus Gl. (130) folgt 


% = +(o,—o,)//6, (142) 
Yo = 2 &: Vz. . (143) 
Die FlieBfunktion lautet 
ca POS ey eee 144 
¢ 3 ee ES ie (144) 
Aus der Vertraglichkeitsbedingung fiir die Verzerrungen 
See (145) 
ergibt sich e, = — ¢, = c/r?, wo c eine Integrationskonstante ist. Wenn die Ver- 


festigungsfunktion t, = f (yo) des Metalles bekannt ist, erhalt man nach Einsetzen 
der eben errechneten Werte fiir t), yo und ¢; 


= De 
7-0, = + V6 t(2 Ve (146) 
Eine zweite Gleichung fiir die beiden Unbekannten o, und o; ergibt die Gleich- 
gewichtsbedingung fiir die Spannungen in radialer Richtung 


do, 3: < 
r =o, —0,=+ Ves (2/2 - 4), (147) 


aus der o, durch eine Quadratur ermittelt werden kann. Diese liefert die Radial- 
spannung o, als Funktion von r und Gl. (146) gibt den Wert der Tangentialspannung o;. 


12. Zahe Typen fester Koérper. 


Die Gruppe deformierbarer fester Stoffe, von denen Beispiele im vorhergehenden 
Abschnitt 11 beschrieben wurden, sind durch die Feststellung charakterisiert, daB 
der Spannungstensor in gewisser Weise nur vom Tensor der kleinen bleibenden Ver- 
zerrungen abhangt. Bei unzusammendriickbaren Materialien, die meistens in Betracht 
gezogen werden, enthalt der Verzerrungstensor nur einen Deviatorteil. 

Vom mathematischen Standpunkt aus gehéren auch die isotropen elastischen 
Stoffe zu dieser Gruppe. Fiir einen zusammendriickbaren elastischen festen Stoff 
ergeben sich die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen Gl. (116) unter Beniitzung der 
Bezeichnungen des Abschnittes 10 zu 


Dg 2E6D¢) - aind s aa hee (148) 
Fiir einen unzusammendriickbaren elastischen Stoff wird k= 0, «, + ¢, +¢,=0, 


die Divergenz « des Verschiebungsvektors verschwindet und die Verzerrungen sind 
wieder deviatorisch : 


Cg—6 = 240, = 2G-%, toy = Oye, =O (> ee (149) 


ey 
u, v, w sind die Verschiebungskomponenten. Werden diese Werte in die drei Gleich- 
gewichtsbedingungen der Spannungen von der Form 


Goi, | Orgy eee s 
Ga Sy a (150) 
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eingesetzt, so erhalten wir die drei Gleichungen fiir die Verschiebungskomponenten w, 
v, w eines elastischen Stoffes 


wo / der Laplacesche Operator ist. Dazu ist noch die Gleichung fiir die mittlere 
Spannung 

Ao=0 (152) 
hinzuzufiigen, die aus dem vorhergehenden Gleichungssystem dadurch hervorgeht, 
indem man die partiellen Ableitungen 0/2x, @/éy, 2/22 der vorhergehenden Gleichungen 
bildet, sie addiert und die Beziehung du/dx + dv/ay + ew/éz = 0 beachtet. 


a) Zahe feste Stoffe. Im Gegensatz zu den vorerwihnten Fallen ist eine zweite 
Gruppe deformierbarer Koérper durch die Annahme charakterisiert, daB ihre Schub- 
spannungen von den Schiebungsgeschwindigkeiten abhingen. Der einfachste Ideal- 
stoff dieser Act ist das viskose Material, in welchem die eben erwahnten GréBen 
zueinander proportional sind. Fiir einen unzusammendriickbaren viskosen Stoff ist 

Dnz=- 2. 9D: (153) 
oder in Koordinaten 


ou ou av 


O,—G=2né,=—2H=).-- Tey =I Pev = 0 (pote (154) 


u, v, w bedeuten jetzt die Komponenten des Vektors der kleinen Geschwindigkeiten 
einer sich langsam verformenden Masse. Der Zahigkeitskoeffizient der Schiebung 7 
ist eine Materialkonstante. 
Sind die Geschwindigkeitskomponenten wu, v, w sehr klein und werden Massen- 
krafte vernachlassigt, so geniigen die Spannungen den Gleichgewichtsbedingungen (150). 
Fiir eine viskose Masse im Gleichgewichtszustand gilt ahnlich wie ftir den elastischen 
unzusammendriickbaren Stoff 


. éo ; Og) io Oige = 55 
4 Kea = 0, er te ==). WL ie a (155) 


Aus dem Vergleich dieses Gleichungssystems mit dem vorhergehenden fiir den 
elastischen Stoff ersieht man, daB die Theorien beider Kérper mathematisch identisch 


sind. 


b) Standiges Kriechen. Metallstabe kriechen bei héheren Temperaturen unter 
konstanter Zugbelastung stindig. Das normale Verhalten scheint darin zu bestehen, 
daf& nach Aufbringung der Last die Kriechgeschwindigkeit allmahlich abnimmt, 
bis eine zweite Periode erreicht ist, wahrend der die Kriechgeschwindigkeit durch 
lange Zeit nahezu konstant bleibt (Abb. 28).°° Bei gegebener Temperatur ist diese 
minimale Kriechgeschwindigkeit nur eine Funktion der Spannung. Vernachlassigt 
man die erste Kriechperiode, dann kann das FlieBen der Metalle beim standigen 
Kriechen durch die Annahme charakterisiert werden, dali die oktaedrale Schub- 
spannung t) eine monoton wachsende Funktion der Schiebungsgeschwindigkeit 
vq = Oy, [ev ist 
os oo t—f(%o) oder Ye = (%)- (156) 
y, wird aus dem Ausdruck fiir yp Gl. (130) berechnet, indem man fur die Dehnungen e1, 
e, die Dehnungsgeschwindigkeiten ¢,, é, €; einsetzt. Dies gilt auch fiir die 


fo, 

36 Das Bild der Kriechkurve in Abb. 28 hat in dankenswerter Weise Herr F. H. Norton 
vom Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, USA., zur Verfiigung gestellt. Sie 
stellt Beobachtungen von lange Zeit dauernden Versuchen an Stahl mit 0°35% Kohlenstoff- 
gehalt dar, der bei 850° F (454° C) durch zwei Jahre hindurech unter einer konstanten Spannung 


yon 7500 1b. per sq. in. (527 kg/cm?) stand. 
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Spannungs-Dehnungsgeschwindigkeits-Beziehungen, die aus den Spannungs-Dehnungs- 

Gleichungen (128) nach dem Einsetzen von é,, Yam an Stelle von &,, Ynm folgen. 
Auf Grund von Kriechversuchen haben die meisten Forscher ein Potenzgesetz 

fiir die Kriechfunktion vorgeschlagen ete 

ie cr (22)" (157) 

y* 

(c*, »* sind Materialkonstanten), wie Bailey,*” Tapsell,?* Odquist® und andere. 

Eine Kurventafel zur Abschatzung der Kriechspannungen von Legierungen bei héheren 

Temperaturen auf Grund einer Sinushyperbolikusfunktion 


Yo= y* Sin (23) (158) 


wurde von McVetty* und mir verfaBt. Diese letztere Funktion geht mit einer 
endlichen Neigung durch den Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems 7, To. 


besamtdehnung 


12,000 12.500 13.000 13,500 14,000 
Zeit in Stunden 


Abb. 28. Das Kriechen eines 0,35%igen Kohlenstoffstahles (K 20) bei 856° F (454°C). Nach den 
Versuchen von F. H. Norton. Belastung: 7500 Ib. per sq. in. (527 kg/em?). 


Dementsprechend nahert sich das Kriechen bei sehr kleinen Spannungen dem Ziahig- 
keitsgesetz des FliefBens. 

Man erkennt, dai die Theorie des Kriechens von Metallen auf eine Kriech- 
funktion t) = f (Yo) als eine logische Verallgemeinerung der linearen Funktion t) = 77 79 
des zihen festen Stoffes gegriindet werden kann, ahnlich wie sich die Theorie der 
Formanderung eines Metalles mit Verfestigungsbereich auf die Verfestigungs- 
funktion t) = f(y»), die wiederum eine Verallgemeinerung der linearen Funktion 
T =G yo eines elastischen Materials ist, griindet.*! 


*” R.W. Bailey: The Utilization of Creep Test Data in Engineering Design, Proc. Instn. 
mechan. Engr. 131, 131 (1935); Engineering 140, 595 (1935), griindet eine Theorie des stindigen 
Kriechens auf eine der Gl. (156) gleichwertige Annahmen; er verwendet indessen Spannungs- 
Dehnungsgeschwindigkeits-Beziehungen von einer anderen Form als die in Gl. (154) gegebenen. 

* H. J. Tapsell und A. E. Johnson: Creep under Combined Tension and Torsion. Engi- 
neering 150, 24, 61, 104, 134, 164 (1940). ; 

° LK. G. Odquist: Theory of Creep under the Action of Combined Stresses... Ing. 
Vetensk. Akad., Handl. Nr. 141 (19236). 

© A. Nadai und P. G. MeVetty: Proc. Amer. Soc. Test. Mater. 48, 735 (1943). — P.G. 
MeVetty: Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. 65, Nr. 7, 761 (1943). 

** Die Analogie zwischen der Theorie eines Metalles mit Verfestigungsbereich und der 
Theorie des standigen Kriechzustandes von Metallen wird im einzelnen in einer unter 24 zitierten 
Arbeit besprochen. Darin werden Gleichungen zur Berechnung von Kennwerten der Spannungs- 
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Wir definieren eine FlieBfunktion © des Kriechens durch 
(i Yo _— Yo ao (To) 
SiGe 3f (Vo) ST). 
Betrachten wir z. B. den Fall des standigen, ebenen, rotationssymmetrischen 


Kriechzustandes entsprechend dem Beispiel ¢, = 0 aus Abschnitt 11, c. Wir sehen, 
da infolge der Analogie die radiale Spannung o, aus 


roo _ Vey (2/ - 4 (160) 


(159) 


dr ) 


und die Tangentialspannung aus 


Sy a PS ee. 
F V6 i(2 / 3 | (161) 
berechnet werden kann, wo c eine Integrationskonstante ist. 

Die Falle der Abschnitte 1la und ec und 12a und b lassen sich durch ihre typischen 
verallgemeinerten Spannungs-Dehnungs-Diagramme, in denen die Spannungs- 
intensitat t) als Funktion der Intensitaét der Schiebung y, oder der Schiebungs- 
geschwindigkeit y) dargestellt ist, charakterisieren (Abb. 29*). 

c) Relaxation durch Kriechen. In 12b wurde die Erscheinung des langsamen, 
standigen Kriechens als eine nur geschwindigkeitsabhangige bleibende Formanderung 
' behandelt, wobei die Geschwindigkeiten der bleibenden Verzerrungen als einzige 
Gruppe von Veranderlichen eingefiihrt wurde. Die elastischen Anteile der Verzerrungen 
wurden vernachlassigt. Wenn die allmahliche Relaxation eines Spannungssystems 
beztiglich soleher Materialteile betrachtet werden muB, welche unter Spannung stehen 
und zwischen anschlieBenden starren Teilen liegen, die an der Formanderung bei 
hohen Temperaturen nicht teilnehmen — wie z. B. die zwischen starren, massiven 
Flanschen angezogenen Bolzen in Dampfturbinen —, so miissen die elastischen Ver- 
zerrungen mit beriicksichtigt werden. In unter Spannung stehenden Teilen, in denen 
Relaxation auftritt, findet infolge des langandauernden Kriechens eine Spannungs- 
umlagerung mit der Wirkung statt, da ein bestimmter Anteil der anfanglichen 
(elastischen) Verzerrungen allmahlich in bleibende Verzerrungen tibergeht, wahrend 
die Spannungen gleichzeitig abnehmen. 

Man hat vorgeschlagen, die Relaxation in einem urspriinglich angezogenen 
Dampfturbinenbolzen unter der Annahme zu behandeln, daf sich die GroBe der 
gesamten Dehnung ¢, welche die Summe der elastischen (e’) und der bleibenden 
Dehnung «”’ ist, 


O; = 0» 


eee’ = + -+ #” = konst. 


mit der Zeit ¢ nicht 4andert. Nach Differenzieren dieser Gleichung nach ¢ erhalt man 
Pe eedo: de” ede 5; 


dt ripe dt I g (o) = 9. 


BE dt 


Auf diese Weise ergibt sich eine Differentialgleichung fiir die Spannung o als Funktion 
der Zeit #, in der g (oc) die Kriechfunktion fiir Zug ist.” 

Eine solche Theorie wiirde die aus Versuchen bekannten Tatsachen allzu sehr 
vereinfachen, weil sie auf Gl. (156) aufgebaut ist, die nur den standigen Kriechzustand 


konzentration um ein Loch unter der Annahme eines Potenzgesetzes fir t) =f (79) baw. 
T =f (Yo) gegeben. oa : ‘ 

* Die Bilder, deren Nummern im Text mit einem Stern versehen sind, kénnen aus Raum- 
ersparnisgriinden nicht veréffentlicht werden. Die interessierten Leser mégen auf den englischen 
Originaltext zuriickgreifen. 4 Redaktion. 

42 Diese Gleichung ist eine Verallgemeinerung der spater 1m Text im Abschnitt 14 er- 
waihnten Maxwellschen Relaxationsgleichung fir einen elastisch-zihen Stoff. 
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berticksichtigt. Die anfanglich rasche Spannungsabnahme, wie sie bei Relaxations- 
versuchen an Zugstiben*® bei hohen Temperaturen beobachtet wurde, konnte des- 
halb unterschatzt werden, weil die Geschwindigkeiten de’’/dt wahrend der ersten 
Kriechperiode tatsachlich viel héher als wahrend des standigen Kriechzustandes 
sind. AuBerdem mag eine zweite als ,,Erholung“ bekannte Erscheinung die spateren 
Stadien waihrend der Spannungsrelaxation beeinflussen. Statt die Funktion g (c) 
als reine Funktion der Spannungen allein anzunehmen, miiBte eine Funktion g (o, ¢) 
eingefiihrt werden, die es erlaubt, auch den ersten Abschnitt der fiir konstante Lasten 


iiber lange Zeit beobachteten Kriechkurve «’ = y (a, ¢) miteinzuschliefen. 
Von organischen Materialien (plastischen, hoch polymerisierten) sind ahnliche 
Erscheinungen als _,,elastische Nachwirkungen“, ,,Erholung usw. bekannt. Thre 


Behandlung wurde durch die Theorie von Boltzmann tiber die elastische Nach- 
wirkung in Angriff genommen.*# 


13. Plastisch-zahe Stoffe. 


Das Verhalten der bildsamen Metalle bei mittleren Temperaturen oberhalb des 
Verfestigungs- und unterhalb des Kriechbereiches ist noch nicht zur Ganze geklart. 
Als Veranderliche, von denen die Spannungen in diesem Bereich abhangen, kénnen 
die Verzerrungen als auch die Verzerrungsgeschwindigkeiten gleich wichtig sein. 
Man hat z. B. beim Zugversuch vorgeschlagen (fiir nicht zu groBe Dehnungen), die 
Flie8spannung o als Funktion beider Veranderlichen anzusehen: der bleibenden 
Dehnungen « und der Geschwindigkeit 2, mit welcher der Stab gedehnt wird, 


o =f (é, é). (162) 


Diese Funktion kann als eine Flache dargestellt werden, wenn man « und é als Ko- 
ordinaten einfiihrt. Ob eine’ solche ,,Spannungsflache“ fiir ein gegebenes Metall bei 
einer bestimmten Temperatur existiert, ist noch nicht geklart. Alles, was man vielleicht 
sagen kann, ist, daB bei einer Anderung von « und é um Differentiale die Flie- 
spannung um 


do OGamat 
do = — Gees =r ae (163) 


zunimmt und da do/ée ein MaB fiir die Verfestigungsgeschwindigkeit ist, wahrend 
do/ée als ein (veranderlicher) Zahigkeitskoeffizient angesehen werden kann. Wenn 
diese beiden GréBen vom Spannungs- und Verzerrungszustand abhangen, so wird dann 
eine Spannungsflache existieren, wenn do ein vollstandiges Differential ist. Sie konnte 
indessen auch die Zeit ¢ explizit enthalten. Dieser letztere Fall mag von praktischem 
Interesse sein, wenn auch die Wirkungen von Enthartungs- oder Alterungsvorgangen 
auf die Kriech-Zeitkurven usw. beriicksichtigt werden sollen. 

Ilyushin? schlagt eine Verallgemeinerung der Theorie plastischer und zaher 
Stoffe durch die Annahme vor, daft) eine Funktion sowohl von yy als auch von y sei, 


T =f (Yo Vo): (164) 


Auf diese Weise setzt er die Existenz einer derartigen verallgemeinerten Spannungs- 
flache in dem eben erwahnten Sinne voraus. 

Kinen Sonderfall davon hat Bingham* vor nahezu dreifig Jahren in seinem 
Werk iiber das FlieBen sehr zaher fliissiger Farbensuspensionen gebracht. Er charakteri- 


8 W.E.Trumpler: J. Physics 12, 248 (1941). — E. A. Davis: Trans. Amer. Soc. mechan. 
Engr. (J. appl. Mechan.) 65, Nr. 4, 8. A-187 (1943). 

44H. Leaderman: Elastic and Creep Properties of Filamentous Materials and Other High 
Polymers. Textile Foundation Inc., Washington, D.C. 1943. 

4 F.C. Bingham: Fluidity and Plasticity. New York: Me Graw-Hill Book Company. 1922. 
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siert ihr Verhalten durch einen ,,FlieBwert“‘ T)* und nimmt an, daB solche Materialien 
wie vollkommen zahe Stoffe flieBen, wenn t, > t)* und der Beziehung 


; i| 
toto Pe ty = 3 V(o,% —o,*)? +... «= konst. (165) 


folgen, in der 7 eine Materialkonstante ist und o,*, o5*, o;* die Hauptnormalspannungen 
beim Eintritt des FlieBens sind. 


14. Elastisch-zaihe und firmo-viskose Stoffe. 


Im Gegensatz zum ersteren Fall ergibt sich eine Theorie, die auf lineare Differential - 
gleichungen fiihrt, wenn man die Eigenschaften der elastischen mit denen der zahen 
Stoffe kombiniert. Dies kann auf zwei Wegen erfolgen. 

Im Maxwellschen elastisch-zihen Stoff wird die Gesamtdehnung ¢ als Summe 
einer elastischen (e’) und einer viskosen (e’’) Dehnung angesetzt 


e=e +e", (166) 
Die elastische Dehnung «’ und die Geschwindigkeit der viskosen Dehnung ¢”’ 
sind proportional der Spannung o, und da beim einfachen Zug ¢’ = o/H und 
é = 6/3 (# Elastizitatsmodul, 7 Zahigkeitskoeffizient), so folgt 
de 1 do o 2. 
aE a& ' 3y ce?) 
oder 
ee ee ye 
D; = sq Ds + =o Ds (168) 


(D., D;, D. sind die Deviatoren der Spannung, der Spannungsgeschwindigkeit und 
der Verzerrungsgeschwindigkeit, G ist der Schubmodul.) 
Im firmo-viskosen Stoff von Jeffreys wird anderseits die Spannung o als aus 


einem elastischen Teil o’ = EH « und einem viskosen Teil o’’ = 3 7 ¢ zusammengesetzt 
angenommen 
g=o' fo" = Bet 3. (169) 


Jeffreys* in Cambridge, Guten berg*’ in Pasadena und andere haben die Theorie 
dieser beiden Stoffe fiir die mathematische Behandlung einer Anzahl der interessante- 
sten geologischen Erscheinungen in den oberen und tieferliegenden Schichten der 
Erdkruste angewendet. [Die postglaziale Hebung des Gebietes der grofen Seen 
in USA. und Kanada, das Problem der Faltung von Gebirgsketten (Jeffreys), die 
Bildung der Salzdome in Louisiana (siehe Abhandlungen der Amerikanischen Petroleum 
Geophysiker), seismische Erscheinungen (Gutenberg usw.)]. Jeffreys zeigt, daB die 
, Relaxationszeit‘‘ (3 7/H) fiir den elastisch-zihen Stoff eine grofe und fiir den 
firmo-viskosen eine kleine GréBe ist. Der Zahigkeitsausdruck im letzteren Falle 
wird bei besonders groBen Verzerrungsgeschwindigkeiten bedeutend (bei den Schwin- 
gungen eines heftigen Erdbebens), im ersteren Falle nur nach dem Ablauf langer 
(geologischer) Zeiten. 


15. Elastisch-idealplastisches Material. 


Wir miissen wieder von der allgemeinen Form der Spannungs-Dehnungs-Be- 
ziehungen Gl. (121) oder (127) ausgehen. Dort wurde durch Gl. (120) eine verander- 


46 H. Jeffreys: The Earth 1929 (2nd edition, Cambridge). Proc. Roy. Soe. (London), 
Ser. A 138, 283 (1932) und andere Abhandlungen. 

47 B. Gutenberg: Physics of the Earth und Internal Constitution of the Earth und andere 
Abhandlungen. New York: Mc Graw-Hill Book Company. 1939. 
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liche Poissonsche Zahl » bestimmt. Diese erscheint als eine zusatzliche unbekannte 
Funktion der Koordinaten oder der Spannungen. Wir brauchen daher eine Gleichung 
mehr als in Abschnitt 11 angefiihrt wurden. Diese ist durch die Bedingung gegeben, 
da die Volumsdilatation in der plastischen Zone proportional der mittleren Spannung o 
sein mu8 in Ubereinstimmung mit Gl. (124) oder 
f= FO. (170) 

oder durch die gléichwertige Gl. (125) 

(1 —2)D=k, (171) 
wo k = 1/3 K, K ist der Kompressionsmodul des Materials.** 

Wie bereits in Abschnitt 10 festgestellt wurde, ist es das Verdienst Ilyushins, 
gezeigt zu haben, da beim elastisch-idealplastischen Material die Spannungs- 
Dehnungs-Beziehungen fiir die Gesamtverzerrungen sich durch folgenden Ansatz 
fiir den Deviator der Gesamtverzerrungen D ausdriicken lassen 

ve 


Ds == 2 Dy. (172) 
wo sich die FlieBfunktion WY ebenfalls auf die Gesamtschiebungen bezieht und. wie 
folgt lautet: UF a ae (173) 


K. H. Swainger, London, wies in einem an mich gerichteten Brief 1943 in 
bezug auf das Problem des teilweisen FlieBens in einem dickwandigen Zylinder be- 
sonders auf gewisse Unstetigkeiten hin, die an der plastischen Grenze in einem 
elastischen Korper auftreten, wenn die Normalspannungen und Verzerrungen in der 
plastischen Zone den benachbarten Werten der elastischen Zone angepaBbt werden 
miissen. Wenn z. B. die Poissonsche Zahl »’ im elastischen Bereich 0°3 — wie bei 
Stahl — und »”’ in der plastischen Zone 1/, gewahlt wird, dann beobachtet man bei 


48 Es ist wichtig, zu vermerken, daf dies nur eine plausible Annahme ist, auf welche man 
die elastisch-plastischen Falle des FleiBens grinden kann. Man kénnte auch anderseits annehmen, 
da8 zu der elastischen Volumsdilatation noch eine allma&hlich zunehmende bleibende 
Volumsanderung hinzukommt. Man miBte dann die Gleichungen auf eine Poissonsche Zahl »’’ 
ungleich 1/2 fir die plastischen Verzerrungen aufbauen. Gewisse vorhandene Versuchsergebnisse 
zeigen, daB Metalle bei sehr groBen bleibenden Verzerrungen ihr Volumen um kleine bleibende 
Betrage vergréfern kénnen. (Dies kommt wahrscheinlich zustande durch den allgemeinen Gleii- 
mechanismus atomarer Schichten im Gitter der Kristallkérner eines durch starke Kaltverformung 
beanspruchten Metalls, da sich dabei sehr schmale Spalten zwischen den verschobenen Atom- 
schichten 6ffnen. Tammann vermutet, da dies nach Kaltverformung vorkommen kann.) 
Einige sorgfaltige Untersuchungen der Dichte bildsamer Metalle stiitzen diese Hypothese, weil 
die Versuche eine geringe Dichteabnahme nach Kaltverformung ergeben. 

Es mag in diesem Zusammenhang erwihnenswert sein, dafs man entsprechend der oben im 
Text gebrachten Theorie eines elastisch-plastischen Materials beim Fortschreiten des teilweisen 
FlieBens in so einem Material die elastische Zone von einer bestimmten Materialschicht um- 
geben erwarten kann, in der ein Ubergang der Poissonschen Zahl » von der Grenze »’ fiir die 
elastischen zu »’’ = 1/2 fiir die rein plastischen Verzerrungen stattfindet. 

A. R. Lee, M. Reiner und P. J. Rigden: Nature (London) 158, 706 (1946), erwiihnen in 
einer kurzen Arbeit eine Abhandlung von W.H. Glanville und F. G. Thomas: Build. Res. 
Techn. Paper Nr. 21 (1939) (H. M. Stationery Office), in der tiber Beobachtungen berichtet wird, 
nach denen das Kriechen des Betons unter Druck durch eine Abnahme des Volumens charakteri- 
siert ist. K. H. Swainger: Nature (London) 158, 165 (1946), fand bei Duraluminium eine Volums- 
vergroBerung nach Kaltverformung bei Zugversuch. 

Ein Schritt in der Richtung einer Verallgemeinerung der beiden fundamentalen Gleichungen 
m= 1 (Yo) und o = k e&’ wurde kiirzlich von A. Gleyzal: General Stress-Strain Laws of Elasticity 
and Plasticity, Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 68, Nr. 4, A-253 (1946), 
getan, indem er den Ansatz t) = f (7, 9) und oy = g (Vos £0) vorschlug (der Index Null bezieht 
sich auf die Oktaederflichen fiir die Spannungen und Verzerrungen) 
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einem unter innerem oder AuBerem Druck flieBenden dickwandigen Zylinder eine 
Unstetigkeit in den berechneten Werten der axialen Normalspannungen an der 
plastischen Grenze, wenn das Material des Zylinders eine scharf definierte FlieBgrenze 
hat. Die Unstetigkeit verschwindet jedoch, wenn fiir die plastische Zone eine ver- 
anderliche Poissonsche Zahl » eingefiihrt wird, die sich auf die Gesamtverzerrungen 
bezieht, entsprechend der in Abschnitt 10 gezeigten Zusammensetzung der elastischen 
und bleibenden Anteile der Verzerrung. 


16. Nicht freies FlieBen im elastisch-idealplastis¢éhen Material. Der 
Spannungstensor ,,schleppt* den resultierenden Verzerrungstensor nach. 


Nehmen wir nun sowohl elastische als auch kleine bleibende Verzerrungen als 
gleichzeitig vorhanden an. Werden den Kérperelementen gewisse kinematische 
Bedingungen auferlegt, dann erhalten wir auf Grund ihrer Verbindungen mit den 
Nachbarelementen — wenn z. B. die resultierenden Verzerrungen sich in einer vor- 
geschriebenen Art im flieSenden Material andern — neue, in den vorhergehenden 
Abschnitten noch nicht untersuchte Typen von Verformungen. Unter der Beniitzung 
der Bezeichnungen des Abschnittes 10 befriedigen die Komponenten der elastischen 
Verzerrungen die Gl. (113). Wir nehmen an, da8 die Spannungskomponenten Werte 
erreicht haben, bei denen das Material flieBt. Diese Spannungen miissen bei einem 
idealplastischen Stoff die Flie8bedingung Gl. (132) erfiillen [siehe auch Gl. (133)]: 


(o, — oy) at (oy — G,)* + (6, Gz)? + 6 (T. eck Tye ee a) = 20)’. (174) 
Nehmen wir ferner an, daf ein Differential der resultierenden Verzerrung durch 
Anderung der Spannungen um die Differentiale do,, do,, do,, dtzy, dty:, At,» hervor- 
gerufen wird. Diese letzteren sechs GréBen miissen der Gleichung geniigen, die man 
durch Differenzieren der Gl. (174) erhalt, wobei die elastischen Verzerrungen sich 
um folgende Differentiale andern: 


Geez — © |e, — ¥ {d0, + do,)],... dy, = 21 + ) O'dr,,, 5. (175) 

Unter der Annahme »’’ = !/, nehmen die plastischen Verzerrungen gleichzeitig um 
die Betrage 

de,” = d®" (<. eee 7, SG = 3 68" x, (176) 


zu. Diese letzten Gleichungen entsprechen den Gl. (118) und der Forderung, da 
der Deviator dieser Differentiale der bleibenden Verzerrungen koaxial mit dem 
Spannungsdeviator ist und daf seine Komponenten proportional denen des 
Spannungsdeviators sind. ) 


Wenn die Differentiale der resultierenden Verzerrungen 
Ge Ge, tee oan) | OV ey = OV ag 1 Oey et (177) 


vorgeschrieben sind, so stehen fiir die Bestimmung der de,’,... und der de,’,... 
zusammen mit der Bedingung der Gl. (174) eine geniigende Anzahl von Gleichungen 
zur Verfiigung. Wir bemerken jedoch, daB der Deviator der Differentiale der resul- 
tierenden Verzerrungen mit dem Deviator der Spannungen im allgemeinen nicht 
mehr koaxial sein wird. 

Solchen nicht freien Arten des FlieBens haben Prandtl’ und Reub* als erste 
ihre Aufmerksamkeit geschenkt. Der erstere behandelt den Fall der ebenen Ver- 
zerrung und zeigt, da in diesem speziellen Fall die Addition der beiden Tensoren 


49 T,, Prandtl: Spannungsverteilung in plastischen Korpern. Proc. International Congress 


for Applied Mechanics, S. 43. Delft. 1924. 
50 A. ReuB: Z. angew. Math. Mechan. 10, 266 (1930). 
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der elastischen und plastischen Verzerrungen auf das Problem einer geometrischen 
Zusammensetzung gewisser komplanarer Vektoren zuriickgefiihrt werden kann. 
Der letztere entwickelte die allgemeinen Gleichungen dieses Falles, driickte sie jedoch 
nicht in den Differentialen der Verzerrungen, sondern in den Komponenten der 
Verzerrungsgeschwindigkeiten aus. Deshalb mufte ReuS diese Gleichungen zuerst 
nach ¢ integrieren. Die hier gegebenen Gleichungen vermeiden diese Integration. 
Sie decken sich im wesentlichen mit denen von ReuB. 

Betrachten wir nun alg Beispiel die verschiedenen Arten, in denen ein Material- 
element unter der Wirkung eines einfachen Spannungssystems flieBen kann. Wir 
wahlen fiir diesen Zweck einen Zug-Torsionsversuch — einen Fall, auf den ReuB 
seine Gleichungen anwendet. Ein quaderférmiges Materialelement sei angenommen, 
das unter der zusammengesetzten Wirkung einer Zugspannung o und eines Systems 
von Schubspannungen 1 steht. Die Seiten des Elementes sollen parallel zu der xy-, 
yz- und za-Ebene sein. Auf das Element wirkt eine Normalspannung o, = o in der 
y-Richtung und die Schubspannungen t,,=Tt,,—=t. Alle tbrigen Spannungs- 
komponenten sind Null. Ein zylindrischer Stahlkérper unter Zug in axialer Richtung 
und einem gleichzeitig aufgebrachten Torsionsmoment um diese Achse wiirde in 
dieser Art beansprucht werden. 

Zunichst seien die elastischen Verzerrungskomponenten vernachlassigt. Der 
plastische Verzerrungszustand im Element wird ausgedriickt durch 


Ey= 6, Ey = b= — 8/2, Yur = Yr Vev = Ver = 9. (178) 

Die plastischen Spannungs-Dehnungs-Gleichungen entsprechend Gl. (118) mit 
einer Poissonschen Zahl v'’ = 1/, sind gegeben durch 

ED Cin OTe (179) 


Diese enthalten implizit die Bedingung, daB der Spannungstensor zu dem der 
kleinen bleibenden Verzerrungen koaxial ist und so bleibt, und da8 auch die Deviatoren 
proportional sind. Nach Division der zweiten durch die erste Gleichung bemerken 


wir, daB Koaxialitat erhalten bleibt, wenn 
3 7 52 
tees SSE (180) 


é oO 


An der Plastizitatsgrenze mtissen o und t der Gl. (174) geniigen, die nun lautet: 

oA Signo = rons: (181) 

In den Koordinaten o und 7 ist dies die Gleichung einer Ellipse. Ein Spannungs- 

zustand (o, t) an dieser Grenze ist durch einen Punkt dieser Ellipse dargestellt. Die 

plastischen Verzerrungszustande kénnen ahnlich durch einen Punkt Q(e, y) in 

einer ¢, y-Ebene dargestellt werden. Wahrend P an einer festen Stelle auf der Ellipse 

bleibt, mu8 Punkt @ entsprechend Gl. (180) eine Gerade durch den Ursprung O in 

der ¢, y-Ebene beschreiben. Die Neigung dieser Geraden y/e mu gleich 3 t/o oder 
gleich der dreifachen Neigung t/o der Geraden OP sein. 


elastisch und betragen e =o/E, y' =7/G (182) 


*! Derselbe Fall wurde von G.I. Taylor und H. Quinney: Philos. Trans. Roy. Soc. 
London, Ser. A 280, 323 (1931), in ihrem Beitrag iiber das FlieBen von Metallen untersucht. 
** Bedingung (180) erhalten wir auch, wenn man in den Gleichungen fir die Winkel o 
und /, welche die Hauptspannungs- und Verzerrungsrichtungen mit der x-Achse einschlieBen, 


p = o setzt. 


Das FlieBen von Metallen unter verschiedenen Beanspruchungen. 431 


Wenn die Flie8spannung o, bei Zug gerade erreicht ist, dann wird ¢, = o,/E die ent- 
sprechende elastische Dehnung. Wenn ein Wertepaar o, 1 die Plastizitatsgrenze 
Gl. (181) erreicht, dann miissen die elastischen Ver- 

zerrungen e’ und y’ der Gleichung Schiebung, 


, 3 : : . 
e+ appr 7? = eo = konst. (183) 


gentigen. Dies ist wieder die Gleichung einer Ellipse 
in der ¢’, y’-Ebene [e, und 2 (1 + »’) e//3 sind ihre 
Halbachsen]. Die Zustinde bleibender Verzerrung 
sind durch Punkte auBerhalb dieser zweiten Ellipse 
dargestellt. In Abb. 30 ist eine weitere stark aus- 
gezogene Ellipse gezeigt, die man fiir »’ = 1/, erhalt 
(ihre vertikale Halbachse betragt 3 & 9). Wir bemer- 
ken, da die zwei Ellipsen, wenn »’ nicht #/,, sondern 
etwa '/; wie bei Stahl ist, nicht viel voneinander ab- 
weichen. Im folgenden verwenden wir nur die Ellipse, 
die dem Wert » = !/, entspricht, namlich 


Dehnung € 


Abb. 30. Verzerrungen bei freiem 
e'2 + 2/3 = 62. (184) FlieBen, 


Wenn nun o, t die festen Koordinaten des Punktes P auf der Ellipse sind, so 
mu sich der Punkt Q in der ¢, y-Ebene auf einer Geraden auferhalb der Ellipse 
Gl. (181) in der Verlangerung des Radiusvektors OQ, dieser Ellipse bewegen. Wenn 
das FlieBen z. B. in Punkt Q, unterbrochen wird (die Spannungen werden auf Null 


Sx Schiebung, % 
5 ha em 


Ke ‘plastisch € elastisth > Dehnung, € 
egesamt 


Abb. 31. Verzerrungen bei nicht freiem Abb. 32. Differentiale der elastischen und plasti- 
FleBen. schen Verzerrungen. 


reduziert), dann bewegt sich der Punkt Q auf derselben Geraden nach Punkt 0, zuriick 
bis 0,Q, = 0,Q>, weil sich das Material elastisch zusammenzieht. Die Komponenten 
der elastischen, plastischen und gesamten Verzerrung erscheinen unmittelbar in den 
Koordinaten der Punkte Q, und O, und deren Differenzen (Abb. 30). 

Betrachten wir schlieBlich den Fall, wo sich die Hauptachsen des Spannungs- 
tensors drehen. Nachdem die Spannungen ¢, Tt die Plastizitaétsgrenze mit den Werten oj, 
t, erreicht haben, nehmen wir an, da8 Punkt Q auf irgendeinem vorgegebenen 
Weg in der «, y-Ebene, z. B. auf der Geradem QoQ, in Abb. 31, bewegt wird. Dies 
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wiirde bei einem Zug-Verdrehungsversuch mit einem Hohlzylinder zutreffen, wenn 
das Probestiick zuerst mit einer gegebenen konstanten Geschwindigkeit gestreckt 
und godann mit einer bestimmten Geschwindigkeit gleichzeitig verdreht wird. Wir 
wollen die Orte des Punktes O, (ec, y’’) ermitteln. 

Nehmen wir an, daf die Gesamtverzerrung um die Differentiale de, dy entsprechend 
einem infinitesimalen Vektor Q,@Q, in der ¢, y-Ebene (Abb. 32) zunimmt. Der Vektor 
wird in seine Komponenten Q,R und RQ, parallel zu den Richtungen des Radius- 
vektors O,Q, und der Tangente an die Ellipse in Q, zerlegt. Diese zwei Vektoren stellen 
die Differentiale der plastischen und elastischen Verzerrung dar. Der erste folgt 
den eben erklarten Gesetzen des FlieBens fiir freie bleibende Formanderung. Die 
zweite (elastische) Komponente kann durch das Verschieben des Punktes Q langs des 
Bogenelementes der Ellipse erzeugt werden [wenn sich Q auf der ,,Imnenseite der 
Ellipse Gl. (184) sehr nahe dem Umfang bewegt, so stellt dies nur eine elastische 
Verzerrung dar]. Jedes nachfolgende Differential der Gesamtverzerrung (de, dy), 
kann so in seine Komponenten zerlegt werden analog zur Zerlegung eines Kraft- 
oder Geschwindigkeitsvektors in zwei Komponenten nach gegebenen Richtungen. 

Die Bedingung, daB der Punkt Q sich auf der Geraden Q,Q, bewegt (Abb. 31), 
wird ausgedriickt durch 


dyide = ¢ =) Komst,, (185) 
wo 
de= ie + bie D’ He + odo”, : | (186) 
dy = dy’ + dy" =3(@'dr + 1d®’). | 
Ferner liefert Gl. (181) 
(Uo a eae == (0 (187) 


Wie eben festgestellt, ist das gewahlte Beispiel eime Veranschaulichung zum Fall 
der Superposition zweier Verzerrungstensoren im Raum, wobei die Regeln der Addition 
zweier Vektoren in einer Ebene angewendet sind. Die Koordinaten von Q sind die 
resultierenden Verzerrungen ¢, y; jene von O sind die bleibenden Verzerrungen (e”’, 
y'’); ihre Differenzen stellen die elastischen Verzerrungen dar (e’, y’). Wenn sich Q 
auf einem vorgegebenen Weg in der ¢e, y-Ebene bewegt, so fiihrt O eine Bewegung 
in einer Art aus, die an das Problem der Verfolgungskurve in der elementaren 
Differentialgeometrie erinnert.*? In der Tat, man bewege eine Nadel auf dem vor- 
gegebenen Weg des Punktes @, wobei diese in einen kurvenférmigen Schlitz (die 
Ellipse A,Q Bo) greift, der in eine auf der e, y-Ebene aufliegende Platte geschnitten 
ist. Die Nadel bewegt die Platte. Wenn die Platte an Drehbewegungen gehindert 
wird, dann beschreibt der Mittelpunkt des elliptischen Schlitzes den geometrischen 
Ort der Punkte O. Er folgt dem Punkt Q in einem Abstand, der gleich der verander- 
lichen Lange des Radiusvektors 0)Q, ist (weil die Dreiecke Q,0,S und RO,Q, kongruent 
sind).*4 

So sehen wir, daB die plastischen und die elastischen Verzerrungstensoren (der 
letztere ist mit dem Spannungstensor koaxial) sich in Ubereinstimmung mit den 
Differentialen der resultierenden Verzerrung ausrichten miissen, derart, daB sie dabei 
bestrebt sind, ihre Hauptrichtungen parallel zu einer gemeinsamen Richtung zu 
stellen. Wenn z. B. der Weg des Punktes @ eine Gerade Q,Q, in Abb. 31 ist, so ge- 
langen diese beiden Tensoren bald in Stellungen, in denen alle drei koaxial zueinander 
sind. Dies findet bei Gesamtverzerrungen statt, die drei- bis viermal gréBer sind als 


°8 Kin Hund, der einen Hasen jagt. 
nA : 3 , ; F * 
Wenn man durch eine affine Transformation die Koordinaten andert, dann kann man 
ice a si se : ‘ i 
mit einem Kreis an Stelle der Ellipse arbeiten, wie es fiir das ebene Problem urspriinglich von 
L. Prandtl (loc. cit.) vorgeschlagen wurde. 
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ihre elastischen Anteile, wie auf Grund der in Abb. 31 fiir Punkt O konstruierten 
Kurve beurteilt werden kann. 


Die vier Gl. (185), (186), (187) bestimmen eine Differentialgleichung fiir die 
unbekannte FlieBfunktion 0” 


na fe 
ae git e 


Sey. ee ———e Oe (188) 
- (0 = = an”) 


Wenn die Neigung dy/de = c = 0 wird, das heibt fiir eine Verformung, die mit 
einer konstanten Gesamtschiebung y = konst. erfolgt, dann gilt 
©" = O' In +. (189) 
Im Gegensatz dazu ergibt sich, wenn c = oo, oder wenn ¢ = konst. 
®” — O' In. (190) 
Gl. (188) kann nach Einfithrung eines Winkels « als eine unabhangige Hilfs- 
veranderliche integriert werden 
o = 05.008 &, es ven Oo, (191) 


Diese Ausdriicke befriedigen Gl. (181). (« ist der Winkel 7'OC in Abb. 30; diese Figur 
der Abb. 30 entfallt.) Gl. (188) wird damit transformiert in 


—— = — @' ctg (a — a) (192) 
vorausgesetzt, daB tg x, betragt é 
tea, = cy 3: (193) 
Der Winkel x, miBt die Neigung der Geraden Q,)Q, in Abb. 31. Das Integral der 
Gl. (192) lautet: 
@" = O'ln sin (a, — M%) 


sin (« — a) 


: (194) 


x, ist der Winkel, der den Anfangswerten der Spannungen o = o, und t = 7, ent- 
spricht. Mit diesen Ausdriicken sind auch die Gesamtverzerrungen bestimmt. Sie 
lauten: 


€ = £y [COS Oy =F COS M9 f(~)], | (195) 
y = V3e, [sin a + sin x9 f (a)], J 
wo f (x) ( 0; — a9) 
tg —+___9 
aye 
f («) =In|— ee) 
tg ot MENS 


und «= 0,/E = ©’ oy. Die Ausdriicke der elastischen Verzerrungen werden aus 
den Gl. (182) bestimmt: 
o =D o = 25 COS a; | 
y =30' r= 3 es8in « { 
und die bleibenden Verzerrungen ¢”, y’’ aus den Differenzen ¢ — e und y — »’. 
Fiir den Sonderfall einer Verformung mit einer konstanten Schiebung (y = konst.) 
ergeben die Gleichungen z. B. 


(197) 


Oy 
Bo 
& = | C08 x, + In| ——~ }|- (198) 
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Wenn man als Anfangsspannungen o, = 0, tT = oo/V/3 annimmt, so wird die Kurve, 

die die Zunahme der Gesamtverzerrung ¢ mit der Spannung o darstellt, durch die 

Funktion ( i 
] 


= 6, Ur Tq (=). (199) 


was mit der von Reu8 abgeleiteten Gleichung tibereinstimmt. 


Wenn dieses Ergebnis auf einen Hohlzylinder angewendet wird, der unter der 
zusammengesetzten Wirkung einer Zugspannung o, und einer Schubspannung 17, 
steht und gerade zu flieBen beginnt, und wenn der Zylinder am Verdrehen gehindert 
ist, indem man z. B. y = konst. halt, so sehen wir, daB die Schubspannung t kleiner 
wird, und die Zugspannung o gleichzeitig zunehmen muB, bis schlieBlich t = 0 und o 
gleich o, wird. Die anfanglich elastische Schiebung y’ = 3 @’ t, ist auf diese Weise 
in eine bleibende verwandelt worden. Nach weiterem plastischen Strecken durch 
reinen Zug wird der Zylinder die entsprechende bleibende Dehnung beibehalten.” 


17. AbschlieBende Bemerkungen. 


Nach diesen Erérterungen sollten eigentlich ordnungsgemaf spezielle Beispiele 
des FlieBens unter verschiedenen Beanspruchungen gebracht werden. Innerhalb des 
Umfanges dieser Arbeit erscheint dies wegen der betrachtlichen Anzahl analytischer 
Untersuchungen, die in den letzten zwanzig bis dreifig Jahren in verschiedenen 
Landern auf diesem Gebiet von Mathematikern und Ingenieuren durchgefiihrt wurden, 
praktisch unmoglich. Statt nur einen fliichtigen Uberblick ttber die bemerkenswerten 
Forschungen zu geben, wie z. B. tiber die Geometrie der Gleitflachen, die mit den 
hyperbolischen Typen der Differentialgleichungen der von Hencky, Prandtl, Mises 
und anderer geférderten mathematischen Plastizitatstheorie so eng verwandt und 
verkniipft ist, wollen wir vielleicht lieber iiber einige Teile spezieller Arbeiten auf 
diesem Gebiet berichten, die durch die jiingst aufgetretenen Schwierigkeiten in der 
technischen Anwendung auf Probleme der plastischen Verformung von Metallen an- 
geregt wurden. Diese Fragen entstanden aus den technischen Anforderungen des 
letzten Krieges. 

Zu der erwahnten Anwendung der Mechanik plastische: Materialien gehért die 
Arbeit von Orowan*® am Cavendish Laboratory iiber die Berechnung der Walz- 
driicke beim warmen und kalten Walzen und die Arbeit von Underwood, *’ welche 
hier besonders erwahnt seien. In diesen zwei Beitragen werden die verschiedenen 
Seiten des Problems des Walzens sowohl vom theoretischen als auch vom experimentellen 
Standpunkt aus sorgfaltig untersucht und diskutiert. Es ist sehr ermutigend fest- 
zustellen, da die industriellen Verfahren des kontinuierlichen Formens der Metalle 
durch Walzen, Tiefziehen und Ziehen in jiingster Zeit zumindest die Ursache fiir 
eine Anzahl ahnlicher Untersuchungen mechanischer Natur waren, die sich mit den 
Vorgangen beim Walzen von Kniippeln, kontinuierlichen Bandern und Rohren sowie 
des Ziehens von Drahten usw. beschaftigen. 


°° Einige derartige Versuche wurden von K. Hohenemser: Z. angew. Math. Mechan. 11, 
11 (1931), mit Stahlrohren durchgefiihrt und dann von ihm und W. Prager: Beitrag zur Mechanik 
des bildsamen Verhaltens von Flu8stahl, Z. angew. Math. Mechan. 12, 1 (1932); W. Prager: 


Py 


Mécanique des solides isotropes au deld du domaine élastique, Mém. Sci. math. Acad. Sci. Paris 
Nr. LXXXVII, 66 (1937), diskutiert. 

56 EK. Orowan: The Calculation of Roll Pressure in Hot and Cold Flat Rolling. Proc. 
Instn. mechan. Engr. 150, 140 (1943). 


°° L. R. Underwood: Sheet Metal Ind. 21, 214, 221, 245, 429, 613, 806, 983 (February 1945 
to March 1946). 
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In dieser Beziehung sei die Aufmerksamkeit der mathematisch interessierten 
Ingenieure auf die ausgezeichnete theoretische Arbeit abnlicher Art gelenkt, die in 
RuBland — zum gréRten Teil vielleicht wihrend der letzten zehn Jahre — geleistet 
wurde, welche aber wahrscheinlich in den meisten europaischen Liandern und in 
den Vereinigten Staaten praktisch unbekannt ist. Sie ist mir anlaBlich einer Reise 
nach Moskau und Leningrad im Juni 1945 bekannt geworden. Bedauerlicherweise 
ist das meiste davon anderen Landern schwer zugiinglich, da alle diese Arbeiten 
russisch veréffentlicht wurden. Erwahnt seien auch die von der Akademie der 
Wissenschaften der USSR. gefdrderten Arbeiten, die zum Teil in der , Journal of 
Applied Mathematics and Mechanics‘ in Moskau (mit kurzen englischen Auszitigen) 
veréffentlicht wurden. Wahrend des Festkongresses 1945 anlaBlich des Gedenktages 
der Griindung der Russischen Akademie gab Sokolowsky (Moskau) eine kurze 
Zusammenfassung dieser Forschungsarbeiten der russischen Ingenieure iiber die 
Theorie des FlieBens und ihre Anwendung.*® 

Ich erhielt bei meinen Unterhaltungen mit Kollegen einen tiefen Eindruck von 
den hervorragenden Untersuchungen von Davidenkov und seinen Mitarbeitern 
(Leningrader Institut fiir Technische Physik) iiber die Schlagfestigkeit, Einflu8 der 
Korperabmessungen und iiber den spréden Bruch bei Stahlen,®? von Ilyushin (Insti- 
tut fiir Mechanik, Moskau) iiber die Erweiterung der Plastizitatstheorie und iiber 
plastische Schalen, die unter einem weiten, allgemeinen Standpunkt behandelt werden; 
von Ilyushin und Ishlinsky iiber die Labilitét des plastischen Gleichgewichtes, 
die in einem Probestiick beim Zugversuch den Kinschniirungsbeginn (Bildung der 
Einschniirung) verursacht; von Sokolowsky (Institut fiir Mechanik, Moskau) iiber 
die Biegetheorie plastischer Platten und Scheiben, iiber die Gleitflachen bei ebenen 
plastischen Gleichgewichtszustinden einschlieBlich der Theorie loser Massen (Erd- 
druck auf Stiitzwande und bei Griindungen). 


IV. Anwendungen. 


18. Plastisches Spannungsgleichgewicht gekriimmter  rotations- 
symmetrischer Schalen: Krafte beim Schmieden von Artilleriegescho8- 
koépfen. 


Es sei einleitend festgestellt, daB das Schmieden von ArtilleriegeschoBen und 
Flugzeugbomben in Verbindung mit der Herstellung von Rohren und _ nahtlosen 
Stahlgehausen kostspielige Versuche in groBem MaBstab in den Stahlwerken der 
Vereinigten Staaten erforderte, als der letzte Krieg ausbrach und sich plotzlich die 
Notwendigkeit der Herstellung von groBen Mengen spezieller Hohlkorper fiir Artillerie 
und Luftfahrt ergab. Zu Beginn des Krieges fehlte z. B. das praktische Wissen tiber 
die erforderliche Leistungsfahigkeit der schweren hydraulischen Pressen und Maschinen- 
anlagen fiir das Schmieden der Képfe groBer Geschofe und einer Anzahl verwandter 
Fragen mechanischer Natur, die mit dem Schmieden von Hohlkérpern verkniipft 
sind. Die American Society of Mechanical Engineers organisierte auf Vorschlag 
von Dr. M. D. Stone aus Pittsburgh mit der Zustimmung und der finanziellen Unter- 


58 Sein ins Englische itbersetzter Vortrag wurde in New York ver6ffentlicht. W. W. Soko- 
lowsky: The Theory of Plasticity — An Outline of the Work Done in Russia, Trans. Amer. Soe. 
mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 68, Nr. 1, A-1 (1945, translated 1946). ; , 

59 Zwei seiner neuesten Arbeiten wurden in den Vereinigten Staaten wiederver6ffentlicht. 
N.N. Davidenkov und N. I. Spiridonova: Analysis of State of Stress in the Neck of a Tensile 
Specimen. Proc. Amer. Soc. Test. Mater. 46 (1946, Summer Meeting, Buffalo). as N.N. Da- 
videnkov, E. Shevandin und F. Wittmann: The Influence of Size on the Brittle Strength 
of Steel. Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 68, A-60 (1946, December meeting, 


New York). 
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stiitzung des War Ordonance Department ein A. 8. M. E. Special Research Committee 
fiir das Schmieden von StahlgeschoBen Ende 1942, das unter der fahigen Leitung 
seines Vorsitzenden Stone und des Planungsdirektors W. Trinks auf diesem Gebiete 
durch eine Sichtung der verschiedenen Schmiedeprozesse, die bekannt waren oder 
entwickelt werden konnten, Pionierarbeit leistete, wobei die in den verschiedenen 
Fabriken als gut erkannten Verfahren beniitzt wurden.*° 

Aus einigen Forschungsarbeiten, die durch dieses Komitee angeregt worden waren, 
sei der nachstehende Auszug aus einer analytischen Arbeit iiber die Schmiedekrafte 
fiir Hohlkérper gebracht. Einige dieser Entwicklungen haben — mit gewissen 
Anderungen der urspriinglich betrachteten Randbedingungen — dazu gedient, die 
erforderlichen Krafte zum Ziehen rohrartiger Stiicke durch feste oder bewegliche 
Gesenke oder zwischen Walzen beim Rohrwalzen mit und ohne Dorn zu_be- 
rechnen.*®! 

Bekanntlich ist die Spannungsverteilung in einer gekriimmten Schale von gegebenen 
Abmessungen und mit verhaltnismaBig kleiner Wanddicke allein durch die drei 
statischen Bedingungen bestimmt, welche das Gleichgewicht eines kleinen Schalen- 
elementes allgemein ausdriicken, vorausgesetzt, da der auf die Oberflache der Schale 
ausgetibte Druck bekannt ist. Wenn eine Schale durch einen von einem Gesenk 
ausgetibten Druck verformt wird, so trifft die vorhergehende Feststellung tiber den 
seitlichen Druck nicht zu. Der Kontaktdruck zwischen dem Gesenk und dem GeschoB- 
korper ist eine der unbekannten Gréfen, die ermittelt werden muB. Zu den drei 
statischen ist daher im allgemeinen eine neue zusatzliche Bedingung erforderlich, 
wenn das Schalenmaterial im plastischen Zustand verformt wird. Als diese vierte 
Gleichung kann und wird die Plastizitatsbedingung hier eingeftihrt werden. Dies 
erklart kurz den Plan, auf den sich die Berechnung griindet. 

Wenn man den Kopf des GeschoBes bei einer Temperatur von etwa 1800° F 
(1000° C) schmiedet, so wird eine bestimmte Lange des urspriinglich zylindrischen 
Korpers (Abb. 33*) nahe dem oberen Ende e vorgewarmt und dieser warme Teil 
in das Gesenk d hineingedriickt. Der tibrige Teil des GeschoSes unterhalb der 
Ebene cc (Abb. 33*) bleibt kalt und wird nicht verformt werden. Ein Materialelement 
oberhalb der Ebene cc wird im wesentlichen in der Umfangsrichtung des auf die 
GeschoBachse senkrechten Kreisquerschnittes bleibend zusammengestaucht. Die 
Theorie sagt und Beobachtungen bestatigen es, daB die gréBere Hauptdruckspannung 
wahrend des Schmiedens des GeschoBkopfes diese Umfangsspannung ist. Zusatzlich 
steht das Metall auch unter der Wirkung beachtlicher axialer Druckspannungen 
(genauer gesagt von Normalspannungen in den Richtungen parallel zu den Tangenten 
an die Meridiankurve in den Normalschnitten des GeschoBes). Weil die Elemente 
des Kopfes unter grof{em Druck entlang der Innenflaiche des Gesenkes gleiten miissen, 
so miissen auch in der Beriihrungsflache betrachtliche Reibungskrafte auftreten, 
welche dieser Gleitbewegung entgegenwirken. Trotz dieser zusammengesetzten Natur 
des FlieBens wird das Metall im wesentlichen in der Umfangsrichtung zusammen- 
gedriickt und muB sich daher beim Schmieden des Geschofkopfes sowohl in radialer 
als auch in axialer Richtung ausbreiten. 


°° Forging of Steel Shells. Collection of papers presented at Annual Meeting Amer. Soc. 
mechan. Engr., November 1943. 1944. 

61 G. Sachs an der Case School of Applied Science in Cleveland hat solebe Probleme mit 
seinen Mitarbeitern untersucht. G. Sachs, J.D. Lubahn und D.P. Tracy: Drawing Thin- 
Walled Tubing with Moving Mandrel through Single Sationary Die. Trans. Amer. Soc. mechan. 
Engr. (J. appl. Mechan.) 66, Nr. 4, A-199 (1944). — G. Sachs und G. B. Espey: Experimen- 
tation with Moving Mandrel. Amer. Soc. mechan. Engr. Meeting, New York 1944. — G. Sachs 
und L. J. Klinger: Flow of Metals through Tools of Circular Contour. Amer. Soc. mechan. 
Engr. Meeting, New York 1946. 
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Ein Punkt P des unverformten GeschoBes (Abb. 33a*) gelangt nach dem Kopf- 
schmieden in eine Lage P’, wobei er um einen bestimmten Betrag in axialer Richtung 
verschoben wird. Wir wollen nicht versuchen, in einer vollstiindigeren Art das Schicksal 
eines Materialelementes wahrend seiner radialen Bewegung zu beschreiben, obwohl 
einige der in den vorhergehenden Abschnitten gegebenen Hilfsmittel fiir diese Zwecke 
gut beniitzt werden kénnten. Die Verteilung der plastischen Verzerrungen wird an 
der Spitze des Kopfes ziemlich verwickelt und es sei vermerkt, daB& die bleibenden 
Verzerrungen an der Spitze fiir schlankere GeschoBformen verhaltnismaBig groBer 
sind, wo die Abnahme der Umfangsliinge 50° und mehr erreichen kann. 

Nahe der unteren Begrenzung des Kopfes (Ebene cc in Abb. 33*) bleiben die 
Verzerrungen ziemlich klein. Bei der Beschreibung der Art der Formanderung des 
GeschoBkopfes stellen wir ferner fest, da die im urspriinglichen Zustand des Ge- 
schoBes zur Zylinderoberflache senkrechten Geraden eine geringe Formanderung 
erleiden, doch werden sie im wesentlichen waihrend des Schmiedevorganges nur 
gedreht und bleiben zur gekriimmten Mittelflache des fertigen GeschoBes senkrechte 
Geraden.® Eine solche Formanderung in einer Schale mit verhaltnismafig dicken 
Wanden miibte Biegeverzerrungen und -spannungen ergeben. Wir wollen diese und 
die Formanderungen in den Schalenwinden vernachlissigen, welche von den durch 
die Reibungskrafte in der Kontaktflache tibertragenen Schubspannungen herriihren, 
weil die Biegeverzerrungen betrachtlich kleiner sind als die von der Zusammendriickung 
hervorgerufenen. Eine weitere Bemerkung muB sich nun auf die Verhaltnisse an 
der unteren Begrenzung des Kopfes beziehen. In den nachfolgenden Berechnungen 
werden die elastischen Anteile der Verzerrungen aus denselben Griinden vollstandig 
vernachlassigt und weil sie nur kleine Bruchteile der Gesamtverzerrungen betragen. 
Folglich wird es nicht méglich sein, Randbedingungen auch an der unteren Begrenzung 
des Kopfes (Ebene cc Abb. 33*), wo die plastischen Teile an die zylindrisch bleibenden 
Teile des GeschoBes anschlieBen, zu erfiillen. Da aber diese zwei Teile vollstandig 
zusammenhangen, wiirde die Erhaltung der ,,Kontinuitat‘‘ des Materials erfordern, 
daB ein gewisses System von Kraften und Biegemomenten wirkt. Dieses letztere 
System mu sowohl den gekriimmten als auch den zylindrischen Teil des GeschoBes 
geringfiigig elastisch verformen. Diese Spannungen gehéren zur Kategorie der Se- 
kundarspannungen, die vernachlassigt werden. 


Beniitzte Symbole: 


o, = Normalspannung in der Umfangsrichtung (,,Tangential*‘- oder ,, Ringspannung”). 


o, = Normalspannung in der Meridianrichtung der Schale (,,Meridianspannung”’). 
o, = Radialspannung. 

p = Druck zwischen Gesenk und Gescho8 in Ib. per sq. in. (bzw. in kg/cm’). 

6) — FlieBspannung von Metall fiir Zug. 

r = Radius. 

x = Koordinate in der Achsenrichtung der Schale. 

h = Wandstiarke. 

x’ = Neigungswinkel der Tangente der Meridiankurve der Schale. 

oo = 2/2 + o’. 


QQ 
w 


= Bogenelement der Meridiankurve. 
wu = Reibungskoeffizient. 
8 = Reibungswinkel, definiert durch yu = tg p. 


62 Die Normalschnitte wirklicher GeschoBe, die von R. K. Carlson an anderer Stelle des 
Berichtes untersucht wurden, beweisen diesen Sachverhalt itberzeugend. In das Gescho8 vor 
dem Kopfschmieden gesteckte diinne Stifte wurden nach dem Schmieden im wesentlichen gerade 


gefunden. 
29* 
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r, = Kriimmungshalbmesser im ‘Normalschnitt der Schale in einer zur Meridian- 
ebene senkrechten Ebene. 
= Kriimmungshalbmesser in der Meridianebene durch die Schilemncber 


on die Mittelflache des gekriimmten Teiles der Schale wird eine Drehflache an- 
genommen. Die auBeren Krafte und die inneren Spannungen und Verzerrungen 
werden alg rotationssymmetrisch zur Achse A.A der Schale in Abb. 34 wirkend an- 
genommen. Ein kleines Schalenelement ist in zwei Ansichten in Abb. 34 dargestellt. 
Auf dieses Element wirken sechs Krafte. Ein Paar dieser Krafte besteht aus den 
Resultierenden der Normalspannungen o, in der Meridianrichtung und das andere 
Paar aus den Resultierenden der Ringspannungen o, in der Umfangsrichtung. Die 
Krafte jedes Paares sind infolge der Kriimmung der Mittelflache des GeschoBkopfes 
etwas zueinander geneigt. Ferner wirken an der 
AuBenflache der Schale der verteilte Kontakt- 
druck p und die Reibungskrafte. Die letzteren 
werden gleich « p pro Flacheneinheit angenom- 
men. Bewegt sich das in Abb. 34 gezeigte 
GeschoBelement relativ zum Gesenk nach auf- 
warts, so miissen die Reibungskrafte an dem 
kleinen GeschoBelement, wie in der Abbildung 
angegeben, nach abwarts wirken. 

Die Theorie diinner Schalen, deren Mittel- 
flache eine Umdrehungsflache ist, schreibt zwei 
statische Bedingungen vor. Die erste driickt 
die Gleichgewichtsbedingungen der Komponen- 
ten der Krafte in der Richtung der Umdrehungs- 
achse aus und kann gewoéhnlich in geschlossener 
Form angeschrieben werden. Die zweite driickt 
das Gleichgewicht der Komponenten der Krafte 
in der Richtung der Normalen zur Tangential- 

Abb. 34. Schalenelement. ebene fiir ein Schalenelement, wie das in Abb. 34 
dargestellte, aus. 

Da in unserem Problem der Normaldruck p der Schale eine unbekannte GréBe 
ist, so wird es in diesem Fall giinstig sein, die erste Bedingung abzuleiten. Betrachten 
wir einen Materialring, den wir durch Rotation des in Abb. 34 im Aufri8 dargestellten 
schraffierten Meridianschnittes um die Achse AA erhalten. Vernachlassigen wir 
zunachst die Reibungskrafte, dann driickt die folgende Gleichung das Gleichgewicht 
in axialer Richtung aus: 


SS) 


pr+— (o,hrsin «') = 0. (200) 


In diese Gleichung haben wir nun auch die Reibungskrafte einzubeziehen. Zu 
diesem Zweck ist ein Ausdruck 
pri gn 
hinzuzutfiigen. Die erste Gleichgewichtsbedingung der Komponenten der Krafte in 
axialer Richtung lautet daher 
d . , ; ry 
qr (Ca hr sin x’) + pr (1 — tg a’) = 0, (201) 
wenn die Reibungskrafte auch beriicksichtigt werden sollen. 
Die zweite Gleichung, die das Gleichgewicht der Krafte in der zur Tangential- 


ebene senkrechten Richtung ausdriickt, erat sich in der Theorie der guhnen ge- 
krimmten Schalen zu sige 


oq WA 
Va 1 i h (202) 
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Hier bedeuten r, und 7, die Kriimmungshalbmesser PM und PQ der gekriimmten 
Mittelflache der Schale, Abb. 34, in der Meridianebene und in einer zu ihr senkrechten 
Ebene. Punkt Q ist derjenige Punkt, in dem die Normale auf die gekriimmte Mittel- 
flache im Punkt P die Schalenachse AA schneidet. 


Zur Bestimmung der drei Unbekannten o,, o, und des Kontaktdruckes p gibt 
die ,,Plastizitiatsbedingung‘‘ des bildsamen Metalles, derzufolge die oktaedrale Schub- 
spannung konstant sein mu8, eine dritte Gleichung. Wenn oj, o9, 63; die Hauptnormal- 
spannungen und o, die FlieBspannung bei Zug ist, dann lautet diese 


(1, — 04) + (a, — 04)* + (05 — 04)? = 2 0. (203) 


Im Falle einer plastischen Schale, die auf ihrer AuBenseite mit einem verteilten Normal- 
druck p belastet ist und deren Innenseite spannungsfrei ist, kénnen wir setzen: 


Ges Gy Sis 0,y 65: —“p/2. 


Daher lautet die Plastizitatsbedingung: 


(<. =f ey («: a $) (c. | 4 + (« rs ai Oo": (204) 


Die drei Gl. (201), (202) und (203) geniigen zur Bestimmung der drei unbekannten 
Funktionen o,, o; und p und lésen das allgemeine Problem des plastischen Gleich- 
gewichtes diinner, rotationssymmetrischer Schalen. 


Obwohl die Profile wirklicher ArtilleriegeschoBe einen konstanten Kriimmungs- 
halbmesser ihrer auBeren bearbeiteten Oberflache aufweisen und daher die Mittel- 
flache notwendig keinen konstanten Wert fiir r, hat, wenn die Wandstirke h ab- 
nimmt, kann man fiir die meisten ArtilleriegeschoBe wahrscheinlich r, = konst. 
annehmen. Es gentigt, den Fall von GeschoBen zu diskutieren, deren Mittelflache 
man durch Rotation eines Kreisbogens als Meridiankurve um die Achse erhalt. Vom 
geometrischen Standpunkt aus sind es im wesentlichen Sonderfalle der als ,,Torus** 
bekannten Klasse von Umdrehungsflachen, deren bekanntestes Beispiel der Luft- 
schlauch eines Autoreifens ist. 


Weil der Hauptzweck der Berechnung die Bestimmung der auBeren Krafte ist, 
die zur Erhaltung des plastischen Gleichgewichtszustandes eher fiir die fertige Gestalt 
als fiir Zwischenstadien der Formgebung erforderlich sind, ist eine weitere Verein- 
fachung gerechtfertigt: die Starke A der Schale kann im endgiiltigen Zustand beliebig 
angenommen werden. Hier werden nur jene Falle behandelt, bei denen die Starke 
h im Endzustand konstant angesehen werden kann. 


Wir bemerken schlieBlich, daB die Gesamtkraft P, die zur Erhaltung des Gleich- 
gewichtes mit den inneren Spannungen wahrend des Kopfschmiedens erforderlich 
ist, leicht berechnet werden kann, sobald die den erwahnten Gleichungen geniigenden 
Ausdriicke fiir den Druck p und die Spannungen o, und o, gefunden sind. Zur Er- 
mittlung des Gesamtformwiderstandes P ist nur die Berechnung der axialen 
Komponente der resultierenden der Meridianspannungen o, an der Basis des Koptes 
notwendig. Wenn (o,),. die Meridianspannung an der Basis des Kopfes und wenn r, 
bzw. h, der Halbmesser bzw. die Wandstirke an dieser Stelle ist, dann lautet 


Perr ete, Car = re (205) 


unter der Annahme, da8 die Meridiankurve des Profils der Schale eine vertikale 
Tangente fiir r = r, in der Ebene cc in Abb. 33* hat. 
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Eine vereinfachte Theorie der plastischen Schalen, die den diinnwandigen 
Umdrehungsflaichen nahe verwandt sind (konische, zylindrische Schalen, Torus), 
kann auf folgenden drei Gleichungen aufgebaut werden: 


d 


4 (hog sin a’) + (1— pte 0’) rp =0, (206) 
OG Of a Pp 

fe 4 SP, (207) 

Ce = 090; 4 of == Oo’, (208) 


wenn der Druck p in der ,,Plastizitatsbedingung“ Gl. (204) vernachlassigt wird. In 
manchen Anwendungsfallen ist es erlaubt, diese letzte Bedingung fiir das FlieBen 
in der noch einfacheren Form auszudriicken: 


Oy = — 0» = konst. (209) 


19. Konische Schale konstanter Wandstarke im plastischen Zustand. 


Wir fiihren mit Bezug auf Abb. 35 den Winkel « des Kegels ein und setzen den 
verainderlichen Halbmesser 7 = x tg ~, wo x als neue unabhangige Veranderliche 
verwendet werden wird. Damit lautet gemaB Gl. (206) der Seitendruck 


COS & h a 
ie (u + tg «) oor (% 4). (210) 
Gl. (207) ergibt mit. 7, = co 
cota h 
D> eine ah Ses 
Die dritte Gleichung ist die vereinfachte Plastizitats- 


bedingung 
6,7 — 646; +627 = of, (212) 
die in den Veranderlichen o,, o, die ,,Plastizitatsellipse* 
darstellt (Abb. 36*). 
Im Falle des ,,Ziehens“‘ einer Schale durch Zugkrafte 
Abb. 35. Konische Schale. (Wie beim Formen von Rohren durch ein konisches Gesenk) 
kommt der Teil der Ellipse in Frage, fiir den die Meridian- 
spannung o, positiv ist. in bezug auf die vorliegende Anwendung fiir das Kopfformen 
eines Geschofes durch Pressen in das Gesenk miissen wir den unteren Ellipsen- 
bogen A BC (Abb. 36*) betrachten, in dem o, und o; negativ, also Druckspannungen 
sind. 
Nach Elimination von p aus Gl. (210), (211) und Einfiihrung von u = tg £, er- 
halten wir unter Beniitzung der Abkiirzung fiir die Konstante 


es ae 21 
tg B + tg a ee 
fiir die zwei unbekannten Spannungen o, und o, die Gleichungen 
d 
k ae (x Oa) — 0; = 0, (214) 
Cf =O, Oy or =a: (215) 


Aus diesen folgt eine Gleichung erster Ordnung fiir eine der Spannungen, z. B. o,. 
Die Loésung kann deshalb nur eine Integrationskonstante enthalten und somit nur 
eine Randbedingung erfiillen. Beim Kopfschmieden mu8 an der Spitze des Geschofes 
die Meridianspannung o, = 0 sein. 

Die Gl. (214), (215) gehoren zu einer Type, die von mir friiher im Zusammenhang 
mit dem plastischen Gleichgewicht einer ebenen Scheibe unter Radialspannungen 
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behandelt wurde. Man kann die Lésung leicht in geschlossenen Ausdriicken angeben, 
soll aber in dieser gekiirzten Darstellung nicht gebracht werden.®? Ein Beispiel fiir 
die endgiiltigen Spannungsverteilungen o,, o; und des von einem konischen Gesenk 
ausgetibten Seitendruckes p ist in Abb. 37 gezeigt. Es ist 


a 
B : ra : COSA, h 
interessant festzustellen, daf die Linie der Tangentialspan- poe OAS Se, 
nung o;, plétzlich mit einer zur w-Achse senkrechten Tan- 0B a | O 


gente in + = 1°42 a, endet, wo 2, =7,ctg « und r, den 
Halbmesser der Schale am oberen Rand des Kegelstumpfes 
bedeutet. Eine Kegelschale im plastischen Gleichgewicht 
mit Randbedingungen, die iiber die natiirlichen, durch die 
Art der Differentialgleichung, die sich auf die Theorie des 
idealplastischen Materials griindet, der Lésung gesetzten 
Grenzen hinausgeht, kann nicht behandelt werden. An 
derselben Stelle erreicht die Meridianspannung o, in einem 
solehen Material ihren absoluten Gro8twert, namlich 


o = —20,//3 = —11550, (= FlieBspannung). 


Kin anderer interessanter Sonderfall ergibt sich fiir den 
Winkel « = 0. Dies stellt den Fall einer Zylinderschale dar, 
die in einem streng passenden, rauhen Gesenk vorwarts- 


Abb. 37. Dricke, Achsial- 


. r : ; é ; und Tangentialspannungen 
geschoben wird. Wenn « gleich z/2 gesetzt wird, ergibt sich jn einer konischen Schale. 


eine ebene Scheibe mit einem Loch in der Mitte. Die Lésung 
fiir die Kegelschale geht in die fiir eine ebene plastische Scheibe bekannte mit p = 0 iiber. 


20. Eine vereinfachte Schalentheorie. 


Auf Grund der Ergebnisse einiger exakten Lésungen sei eine vereinfachte Schalen- 
theorie vorgeschlagen, wo an Stelle der quadratischen Plastizitats bedingung Gl. (215) 
eine Flieibedingung 

oO, = — 6, = konst. 
eingefiihrt wird. 

Dies bedeutet, da der Bogen der ,,Plastizitatsellipse“ (Abb. 36*) durch eine 
horizontale Gerade ersetzt wird und die Annahme, da} die Tangentialspannung der 
Kegelschale wahrend des FlieBens an der FlieBgrenze fiir reinen axialen Druck bleibt 
(,, Hauptschubspannungstheorie“ des FlieBens). 

Unter dieser Annahme folgt 


S (@¢,) = — St = konst. (216) 
die Meridianspannung 
Og = 2 (1 i}, (217) 
und auch der Druck 
BORE ys caine Ot, (218) 
sin « HY is 


Diese Ausdriicke diirfen jedoch nicht fiir jene Werte von x verwendet werden, die 
[o,| > 20,//3 


ergeben. Fiir die Schmiedekraft erhalt man eine Naherungsformel fiir eine Kegel- 
schale mit den Halbmessern 7, und 7, am oberen und unteren Rand und der Wand- 


ij (OE j 
starke P=2a7r,ho, ( a 71) : COS a. (219) 
2 


63 Siehe Gl. (222), Abschnitt 21, nachfolgend. 
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k ist die in Gl. (213) gegebene Konstante, « der halbe Offnungswinkel des Kegels 
und o, die Flie8spannung bei Druck. b 

20a. Dieselben Voraussetzungen wurden fiir die Ableitung weiterer Ausdriicke 
fiir die Spannungen und den Seitendruck einer plastischen Schale mit konstanter 
Dicke, die einen Kreisbogen als Profil des Meridianschnittes hat, das hei®t fiir die 
Torusschale (Standard-GeschoBkopf) gemacht. 

Auf diese Weise berechnete Schmiedekrafte P sieht man in Abb. 38 fiir ver- 
schiedene Werte des Reibungswinkels 6 oder Koeffizienten und fiir die Winkel 5°, 

10° und 15°, welche die Tangente an den mitt- 
leren Meridiankreis mit der Achse des GeschoBes 
an der Kopfspitze einschlieBt. Um die Schmiede- 
kraft P zu erhalten, sind die Ordinatenwerte in 
Abb. 38 mit 2a Rho, zu multiplizieren (R ist der 
Halbmesser des mittleren Meridiankreises des 
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Abb. 38. Schmiedekrafte P als Funk- Abb. 39. Driicke, Achsial- und Tangentialspannungen im 


tion des Reibungswinkels f oder der Standard-GeschoBkopf (u = 0). 
Reibungskoeffizienten u« = tg B fiir : 
Kreisbogenprofile. nung bei Druck). Abb. 39 zeigt Druck und Span- 


nungen fiir das spezielle Beispiel « = 0. 

Es ist begreiflich, da diese Ausdriicke nur fiir warmes Kopfschmieden gelten 
und vorausgesetzt, dai fiir die FlieBspannung o, ein entsprechender Wert gewahlt 
wird. Dieser soll aus den beobachteten Werten der Stahlfestigkeit bei ziemlich hohen 
Formanderungsgeschwindigkeiten und bei der mittleren, fiir das Formen erforder- 
lichen Schmiedetemperatur geschatzt werden. 


21. Kinwalzen von Siede- und Kondensatorrohren. 


Rohre in Kesseln und Dampfkondensatoren werden in den Léchern der an- 
schlieBenden Trommeln oder Béden durch bleibendes Ausweiten ihrer Enden mittels 
geeigneter Vorrichtungen angeschlossen. Diese letzteren haben gewodhnlich drei 
oder mehr konische Walzen aus gehirtetem Stahl, die in einem konischen Zapfen 
gelagert sind. Dieser wird zusammen mit den Walzen durch einen Motor in Um- 
drehung versetzt, wahrend man den konischen Zapfen langsam in das Rohr schiebt. 
Infolge des durch die Walzen ausgeiibten Druckes wird an der Verbindungsstelle 
zwischen dem Rohr und der Stahlplatte ein Kontaktdruck hervorgerufen, der nach 
Zuriickziehen der Kinwalzenvorrichtung und bei spaterer Beniitzung die Verbindung 
aufrechterhalt. 

Nehmen wir an, daB das Rohr anfanglich ohne Spielraum in die Platte pabt. 
Durch den auf die Innenseite des Rohres aufgebrachten Seitendruck wird dieses 
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und die Stahlplatte in radialer und tangentialer Richtung beansprucht. Beide werden 
sich zuerst elastisch ausdehnen, wenn das Rohrmetall einen ausgepragten elastischen 
Bereich hat und die Spannungs-Dehnungs-Kurve des Rohrmetalles der der Stahl- 
platte ahnlich ist. Letztere habe eine bestimmte FlieBgrenze o,. Versuche zeigen 
und die Theorie der plastischen Formanderungen besagt, daB beim Einwalzen eines 
Rohres mit dem Walzgerit die Abmessungen der Teile des Rohres und der Stahlplatte, 
die radial verformt werden, in der Achsrichtung des Rohres um kleine Betrage zu- 
nehmen. Der axialen Verlingerung des Rohres wirkt die Reibung der Stahlplatte 
entgegen. Sehen wir von dieser Reibung ab, so kénnen wir annehmen, daB die axiale 
Normalspannung o, wihrend des Einwalzens sowohl in der Rohrwand, als auch in 
der Stahlplatte verschwindet. 

Zwei Phasen des Einwalzvorganges miissen unterschieden werden: 1. Die plastische 
Ausweitung, wahrend der die Halbmesser mit dem auf die Innenseite des Rohres 
aufgebrachten anwachsenden Druck zunehmen. Der plastische Bereich in der Stahl- 
platte wird wahrend dieser Phase des Vorganges gréBer. 2. Eine elastische Zusammen- 
ziehung des Rohres und der Platte, wenn der Innendruck Null wird, worauf ein Druck 
in der Kontaktfliche zuriickbleibt. 

Die Ausbreitung der plastischen Verformung in der Stahlplatte um das Rohr 
herum wird durch die Plastizitatsbedingung 

Gf 6, 6. of = oF (220) 

und die Gleichgewichtsbedingung der Spannungen durch 
d 
adr 


iG.) =, — OU (221) 


bestimmt, wo o, und o, die Radial- und Tangentialspannung, r der veranderliche 
Halbmesser und o, die Flie8spannung von Stahl bei Zug ist (Abb. 40*). Diese 
Gleichungen lésen das rotationssymmetrische ebene plastische Spannungsproblem 
einer Scheibe. Die Integrale in Parameterform lauten: 


20g = m 
Oo. = — sin (0 4 4), oy3 
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2 ; J 
a, = %o gin (0 — +), 
V3 


c ist der Halbmesser des die FlieBzone begrenzenden Kreises der Stahlplatte. Die 
plastischen Zustande sind langs des Bogens der Plastizitatsellipse Gl. (220) dargestellt. 
Wenn o; = —o,=p= 69/3 ist, beginnt das FlieBen in der Platte gerade am 
Bohrloch. Wenn die plastische Zone bis zu einem Kreis r = c in der Platte vorge- 
schritten ist, geht der Parameter 9 von 0 = 0 bis zu einem bestimmten Wert 0), 
den man aus Gl. (222) oder aus 
C2 = r2e-%V3 cos O, ; (223) 
erhalt. Der Druck p in der Kontaktflaiche zwischen dem Rohr und der Stahlplatte 
lautet P 
oF : M4 
6. pis 5 sin (0. = ¥). (224) 
Es ergibt sich fiir 
Cen. = 1s 80°. — 45° AO? 
200. 
V3 


Man sieht, daB in einer Platte aus weichem Stahl mit einer praktisch konstanten 


p= 0500 0-707 0:8366 0:966 1000 - 
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Flie8spannung o, (innerhalb einiger Prozente der Verzerrung) der Kontaktdruck 
wahrend der plastischen Vergré8erung des Loches bald einen Maximalwert erreicht : 
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Abb. 41. Spannungsverteilung in einer Stahl- 
platte mit einem Loch nach teilweisem FlieBen 
infolge radialer Ausweitung. 
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Abb. 42. Plastische Ausweitung eines Loches. 


in weichem Material iiber diesen Punkt 
hinaus zu fiihren. 


Der Verlauf der Radial- und Tangen- 
tialspannungen in der Platte beim Fort- 
schreiten der Ausweitung ist in Abb. 41 
gezeigt, und zwar wenn sich die plastische 
Zone bis 
Ciro tae ees, 166 und 1:75 
ausgedehnt hat. Man sieht, dai der Halb- 
messer c der plastischen Zone nicht mehr 
merklich weiter zunimmt, wenn der 
Druck p sich seinem Maximalwert nahert. 
Es hat nicht viel Sinn, das Einwalzen 
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Abb. 43. Verteilung der Nachspannungen in 


einem angeschlossenen Rohr nach teilweisem 
FlicBen der Stahlplatte. 


Aus den Spannungs-Dehnungs-Beziehungen im plastischen und elastischen Bereich 
kann auch die radiale VergréBerung uw, des Loches bei verschiedenen Driicken p in 
der Bohrung berechnet werden. Der Druck p als Funktion der Ausweitung w, ist 
in einer der Kurven in Abb. 42 dargestellt. Die Abszissen in Abb. 42 sind die Ver- 
haltnisse w,/u. uw = (1 + ») «5 a/\/3 FE ist die elastische VergréBerung des Loches 
in der Stahlplatte (a ist Lochhalbmesser, » Poissonsche Zahl im elastischen Bereich, 
EL Elastizitatsmodul von Stahl, o9 FlieSspannung fiir einachsigen Zug), wenn der 
Druck gleich p = o,/|/3 ist, bei dem die Plastizititsgrenze erstmalig in der Platte 
langs des Umfanges des Loches r = a erreicht wird. Die Ordinaten in Abb. 42 sind 
die Verhaltnisse p/o. Die zweite in Abb. 42 gezeigte Kurve stellt die Dehnung e, 
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in der Richtung senkrecht zur Platte an der Bohrung r = a dar und zeigt, wie die 
Starke h der Platte mit den Verhaltnissen w/w, oder dem Druck p geringfiigig zunimmt 
(die Werte he, sind an der in Abb. 42 rechtg gezeigten Skala abzulesen; die Werte 
dieser Ordinate sind mit w,.h/a zu multiplizieren)*. 

Mittels einiger Vereinfachungen kann der durch den Rohraufweiter ausgetibte 
Kontaktdruck p als Funktion des Verhiiltnisses w, /Uy auch durch die folgende Formel 
ausgedriickt werden: ; meey 

eos (=) (225) 


a 


% 
y3 

Die weiteren Schritte zur Berechnung des Wertes des in der Verbindungsstelle 
bleibenden Druckes nach Wegnahme des Druckes der Einwalzvorrichtung mégen 
hier weggelassen werden, weil sie nur Uberlegungen iiber rein elastische Spannungs- 
zustande erfordern. Die Verteilung der an der Verbindungsstelle verbleibenden 
Nachspannungen, nach teilweisem FlieSen der wieder entlasteten Stahlplatte, zeigt 
ein Beispiel in Abb. 43. Die Nachspannungen sind durch die schraffierten Teile der 
Ordinaten zwischen den beiden mit o, und o,* bzw. o, und o,* bezeichneten Kurven 
dargestellt. Der Wert der Differenz o,* — o, fiir r =a gibt den bleibenden Druck 
an der Kontaktstelle, mit dem man zur Erhaltung einer festen Verbindung im Betrieb 
rechnen kann. 


p= 


(Hingegangen am 11. Januar 1949.) 
(SchluB folgt.) 
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Die Mathematik des Naturforschers und Ingenieurs. Von B. Baule. Band I: Differential- 
und Integralrechnung. Sechste, verbesserte Auflage. Mit 161 Textabb., VIII, 8.1 
bis 152. S 14.—. — Band II: Ausgleichs- und Naherungsrechnung. Mit 30 Textabb., 
II, 8. 153 bis 206. 8S 7—. — Band III: Analytische Geometrie. Mit 89 Textabb., II, 8. 207 
bis 284. 8 8.50. — Band IV: Gewoéhnliche Differentialgleichungen. Mit 41 Textabb., 
II, S. 285 bis 394. 8 11.50. — Band V: Variationsrechnung. Mit 15 Textabb., II, 8. 1 bis 48. 
S 5.50. — Band VI: Partielle Differentialgleichungen. Dritte Auflage. Mit 84 Textabb., 
IJ, S. 1 bis 160. 8 16.—. — Band VII: Differentialgeometrie. Dritte Auflage. Mit 88 Text- 
abb., II, S. 1 bis 148. S 16.—. Ziirich: 8. Hirzel. 1947. (Vertretung fiir Osterreich: Star-Verlag, 
Wien). 

Das Werk behandelt den Stoff, den der Verfasser in seinen Vorlesungen an der Technischen 
Hochschule in Graz vortragt. Uber die Zielsetzung des Werkes aufert sich der Verfasser im 
Vorwort zur 6. Auflage des I. Bandes wie folgt: 

Das gesamte Werk umfaSt den Stoff, den jeder angehende Ingenieur und Physiker, um so 
mehr natirlich jeder Mathematiker in den ersten vier Semestern seines Studiums in sich aut- 
nehmen und verarbeiten sollte. Auch ein Physikochemiker wird nur wenig davon streichen dirfen, 
wenn er die Literatur seines Faches verstehen und am Fortschritt der Forschung aktiv teil- 
nehmen will. Die Mathematiker bezog ich ein, weil ich immer und immer wieder die Erfahrung 
gemacht habe, dafi Studierende der Mathematik, titberzeugt von der Reinheit ihrer Wissenschaft, 
vor allem aber tiberhaupt von sich selbst, durch vier Semester die logischen Grundlagen der 
Mathematik studierten, um dann im fiimften Semester ihr mathematisches Studium in einer 
Vorlesung fiir Praktiker neu zu beginnen. Umgekehrt ist die Reihenfolge richtig! Erst soll sich 
der junge Studierende einen méglichst weiten Uberblick tiber das ganze Gebiet verschaffen, das 
zu beackern und zu erschlieRen er sich vorgenommen hat, ehe er es unternimmt, an bestimmten 


64 A Nadai: Expanding of Boiler or Condenser Tube Joints through Rolling. Trans. 
Amer. Soc. mechan. Engr. 65, 865 (1943). — E.D. Grimison und G. H. Lee: Experimental 
Investigations of Tube Expanding. Amer. Soc. mechan. Engr., Advance Paper 1942, Nr. 24, 
for November Meeting. — C. A. Maxwell: Practical Aspects of Making Expanded Joints. Amer. 
Soe. mechan. Engr., Advance Paper 1942, Nr. 36, for December Meeting. — J.N. Goodier 
und G. J. Schoessow: Holding Power and Hydraulic Tightness of Expanded Tube Joints: 
. Analysis of Stress and Deformation. Amer. Soc. mechan. Engr., Advance Paper 1942, Nr. 37, 
for November Meeting. — W.B. Shannon, C. W. Pratt, T.B. Webb und W. B. Carlson: 
Expanded Tube Joints in Boiler Drums with Special Reference to the Battersea High-Pressure 
Boilers. Proc. Instn. mechan. Engr. 154, 52 (1946). 
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Stellen in die Tiefe zu graben und nach Edelsteinen zu suchen. Naturwissenschaftliche Vorstel- 
lungen sind dabei fiir den Mathematiker mindestens ebenso wichtig und nutzbringend, wie mathe- 
matische fiir den Naturwissenschaftler! Da dieses Buch indessen in erster Linie fir den Natur- 
und Ingenieurwissenschaftler geschrieben ist, so mute der Wunsch nach mathematischer Strenge 
und Vollstandigkeit oft hinter padagogischen und praktischen Gesichtspunkten zuricktreten. 

Dem Verfasser gelang es in der ihm eigenen, ungezwungenen Art und Weise, den umfangreichen 
Stoff in inniger Verbindung mit den naturwissenschaftlichen und technischen Anwendungen der 
Mathematik so darzustellen, da® der Studierende von der Notwendigkeit einer grimdlichen 
mathematischen Ausbildung als Voraussetzung fiir ein erfolgreiches Arbeiten auf diesen Gebieten 
itberzeugt wird. Die zahlreichen, vorziiglich ausgewahlten Beispiele stellen ein wertvolles Hilfs- 
mittel zur Aneignung der ndtigen Vertrautheit mit den vorgetragenen Methoden dar. Ent- 
sprechend der im Vorwort vertretenen Ansicht, legt der Verfasser auf eine strenge Systematik, 
eine exakte Beweisfiihrung und eine genaue Abgrenzung des Giiltigkeitsbereiches der vorgetragenen 
Methoden vielfach keinen besonderen Wert. Diesem Standpunkt kann man sich durchaus an- 
schlieBen, sofern der Studierende der Mathematik — aber auch der der Technik und der Natur- 
wissenschaften — zu einem spiteren Zeitpunkt seiner mathematischen Ausbildung zu einer 
kritischen Einstellung gegeniiber den von ihm zu verwendenden Methoden erzogen wird. Die 
Eignung des Werkes als Studienbehelf fiir die akademische Jugend sichert ihm eine weite Ver- 
breitung. — Um den Inhalt des Werkes einigermaSen zu kennzeichnen, wird folgendes vermerkt: 

Band I: Differential- und Integralrechnung (6., verb. Aufl. 1948), 155 S., 161 Abb. Funktionen 
einer Veranderlichen, Differentialrechnung, Anwendungen auf die Geometrie, Funktionen von 
mehreren Veranderlichen, einfache und mehrfache Integrale. 

Band II: Ausgleichs- und Naherungsrechnung (1947), 56 S., 30 Abb. Fehlertheorie, Fourier- 
Reihe und Fourier-Integral, einfache Kugelfunktionen, Interpolation. 

Band III: Analytische Geometrie (1947), 80 S., 89 Abb. Elementare Vektoralgebra, Lineare 
Gleichungen, Determinanten und Matrizen, Analytische Geometrie und Elemente der Projektiven 
Geometrie. 

Band IV: Gewdohnliche Differentialgleichungen (1947), 1128., 41 Abb. Loésungsmethoden 
gewohnlicher Differentialgleichungen, Laplace-Transformation, Analytische Mechanik, Integral- 
satze, Potential. 

Band V: Ubersicht iiber die Probleme der Variationsrechnung, Riemannscher Raum, 
Hamilton-Jacobisches Prinzip, kanonische Bewegungsgleichungen, Hamilton-Jacobische partielle 
Differentialgleichung. 

Band VI: Partielle Differentialgleichungen (3. Aufl. 1947), 160 8., 84 Abb. Charakteristiken- 
theorie der partiellen Differentialgleichungen 1,0., die partiellen linearen Differentialgleichungen 2,0. 
der mathematischen Physik, Einfiihrung in die Funktionentheorie. 

Band VII: Differentialgeometrie (3. Aufl. 1947), 148 S8., 88 Abb. Kurventheorie, Flaichen- 
theorie, Spannungstensor, Spannungen in Schalen. R. Inzinger, Wien. 


Technische Hydraulik. Von Ch. Jaeger. (Lehr- und Handbiicher der Ingenieurwissenschaften : 
Band 8.) Mit 303 Textabb., XVI, 464 S. Basel: E. Birkhauser. 1949. sfr. 44.50, geb. sfr. 48.50. 


Der in der Reihe ,,Lehr- und Handbiicher der Ingenieurwissenschaften“ erschienene Band 
darf mit Recht als eines der modernsten Lehrbiicher tiber Hydraulik bezeichnet werden. Die 
ausgezeichnete Vertrautheit des Verfassers mit den neuesten Facharbeiten in Verbindung mit 
seiner sauberen, klaren und iibersichtlichen Darstellungsweise machen das Buch zu einem un- 
entbehrlichen Lehrbehelf und Nachschlagewerk nicht nur fiir Studenten, sondern ganz besonders 
fiir Ingenieure in der Praxis. 

Der umfangreiche Stoff ist in vier Hauptabschnitte: A. Physikalische Grundlagen der 
Hydraulik, B. Stationére Strémungen, C. Nichtstationire Stroémungen und D. Grundwasser- 
stromung gegliedert. Den Abschlu8 bilden zwei Anhinge mit Erfahrungswerten fiir hydraulische 
Berechnungen und ein Namensverzeichnis. Der Referent ist allerdings der Meinung, da8 die 
allgemeinen, auch fiir instationire Strémungen giltigen Grundgleichungen der Hydrodynamik 
von Euler, Navier-Stokes usw., ebenso wie die Potentialtheorie nicht in den Abschnitt 
»Stationdre Stromungen“, sondern zu den physikalischen Grundlagen gehéren, da ja die Hydro- 
dynamik ohne Zweifel die ,,Grundlagen“ der Hydraulik liefert. Dagegen wiiren einige praktisch 
hydraulische Untersuchungen des Hauptabschnittes A besser an anderen Stellen unterzubringen. 
Vielleicht hatte auch der erwartete Leserkreis eine ausfithrlichere Behandlung der Integration 
der Grundgleichungen, insbesonders des Giiltigkeitsbereiches der sogenannten Bernoullischen 
Gleichung gerechtfertigt. 

Obwohl das Buch hauptsichlich fiir den Bauingenieur geschrieben ist, wird es wegen seiner 
Volistindigkeit sicherlich bei allen irgendwie mit der Hydraulik befaBten Ingenieuren groBen 
Anklang finden. F. Magyar, Wien. 
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Moderne algebraische Geometrie. Die idealtheoretischen Grundlagen. Von W. Grébner. XII 
_212 8. Wien und Innsbruck: Springer-Verlag. 1949. S 57.—, sfr. 24.80, $5.70, DM 19,—. 


In diesem schénen und wertvollen mathematischen Werk werden die idealtheoretischen 
Grundlagen der algebraischen Geometrie in Weiterfihrung von Gedanken aus der Hamburger 
Einzelschrift des Verfassers iiber den gleichen Gegenstand (Leipzig 1941) gebracht. Die ersten 
zwei Paragraphen enthalten, wohl recht knapp, aber doch vollstandig, die dazu benétigten Hilfs- 
mittel aus der abstrakten Algebra, und zwar speziell aus der Idealtheorie. Es wird so jedem 
mathematisch reiferen Leser méglich gemacht, ohne weitere Biicher zu Hilfe nehmen zu miissen, 
den zum Teil auch neuen, noch nirgends verdffentlichten Entwicklungen zu folgen. Diese bringen 
die Dimensionstheorie der Polynomideale und nach der Einfiihrung und dem Studium der Hilbert- 
Funktion die Syzygientheorie der homogenen Polynomideale. Am Schlu8 steht der Noethersche 
Fundamentalsatz. Vom Verfasser wird dabei der idealtheoretische Multiplizitiitsbegriff benutzt, 
was bedingt, daB die Geltungsbereiche gewisser Siitze, wie des Satzes von Bézout und der mit 
ihm zusammenhingenden Schnittpunktsitze eingeschrankt werden miissen. Dadurch wird es 
aber erméglicht, die genauen Grenzen der Geltungsbereiche gewisser abgeleiteter Siitze anzugeben. 

Das Buch kann jedem, der diese mathematische Disziplin kennen lernen will, warmstens 
empfohlen werden. Aber auch der Kenner wird es mit reichem Gewinn lesen. 

I. Peczar, Wien. 


> 


Rahmentragwerke und Durehlauftriger. Von R. Guldan. Vierte, unverinderte Auflage. Mit 
435 Textabb. und 58 Tafeln, XV, 3598S. Wien: Springer-Verlag. 1949. S$ 90.—, geb. S 96.—; 
str. 39.—, geb. sfr. 42—; $9.—, geb. $9.60; DM 30.—, geb. DM 32.—. 


Uber die vierte Auflage ist nicht viel Neues zu sagen. Die Vorziige des Buches fir die 
praktische Berechnung statisch unbestimmter Fachwerke sind ja bekannt und bei den Be- 
sprechungen der ersten Auflage sind sie schon eingehend gewiirdigt worden. Es sei nur auf die 
einheitliche und konsequente Behandlung aller Aufgaben nach einem Verfahren (Drehwinkel- 
verfahren mit den Knoten- und Verschiebungsgleichungen) und auf die Anfiihrung von itiber- 
sichtlichen Hilfstabellen hingewiesen. Diese helfen, langwierige Zahlenrechnungen, besonders 
bei der Beriicksichtigung von Auflagerverstarkungen, zu vermeiden. Anerkennenswert ist die 
schon in der zweiten Auflage erfolgte Beriicksichtigung der Festpunktmethode und des Iterations- 
verfahrens von Cross. Den Ausbau dieser Methoden auch fiir verschiebbare Knotenpunkte und 
die Beniitzung der Hilfstafeln fiir die Berechnung der Fachwerke mit Auflagerverstarkungen 
konnte der Verfasser noch nicht durchfithren, es mu dies einer spateren Auflage vorbehalten 
bleiben. Das Studium und die Beniitzung des Buches kann jedem interessierten Ingenieur bestens 
empfohlen werden. K. Wolf, Wien. 


Das Triebwerk schnellaufender Verbrennungskraftmaschinen. Von H. Kremser. Zweite, neu- 
bearbeitete Auflage. (,,Die Verbrennungskraftmaschine.‘ Herausgegeben von JH. List: 
Band 10.) Mit 187 Textabb., IX, 1668. Wien: Springer-Verlag. 1949. S 72.—, sir. 31.—, 
$ 7.20, DM 24.—. 


Dieses Buch war in erster Auflage von den entwerfenden Ingenieuren bald als sehr wertvoller 
Behelf erkannt worden, ist aber seit langem vergriffen gewesen. Die vorliegende zweite Autlage 
behandelt wieder Baustoffe und Gestaltung der Kolben, Kurbelwellen, Kurbel- und Wellenlager 
und Pleuelstangen der Otto- und Dieselfahrzeugmotoren und bringt auch einiges tiber Schwingungs- 
dimpfer und iiber Pleuelstangen von Flugmotoren, wahrend deren Kolben und Kurbelwellen 
in Band 10 (Flugmotoren) des Sammelwerkes besprochen werden sollen. 

Die groBe Erfahrung und Gewissenhaftigkeit des Verfassers zeigen sich wieder deutlich in 
den vielen Zusitzen und Anderungen gegeniiber der ersten Auflage, von denen nur einige er- 
waihnt werden sollen. 

Als Kolbenbaustoffe sind die Al-Si-Legierungen Emkasil und Emkaalsi beschrieben, der 
Abschnitt iiber Kolbenspiele ist erweitert, neue Normtafeln tiber Kolbenringe, Kolbenbolzen, 
SG- und Drahtsprengringe wurden aufgenommen, neue Untersuchungen iiber die Verformung 
der Kolbenbolzen und die Druckverteilung in Lagern verwertet. Ein Abschnitt , Oberflachen- 
behandlung von Kolbengleitflachen“ bespricht das Eloxalverfahren, Verzinnen, Verbleien und 
Graphitieren. Die elektrische Stumpfschweifung ist als neues Herstellungsverfahren zusammen- 
gesetzter Kurbelwellen beschrieben. Die Ratschlige fir die Bemessung der Pleuelstangen- 
schrauben und die Besprechung der Hauptpleuelstangen mit angelenkten Nebenpleuelstangen 
sind erweitert. 

Entwerfen ist eine Kunst, die Kremser meisterhaft beherrscht, und in gewissem Grade auch 
lehrbar; das erkennt man im ganzen wie in allen Einzelheiten dieses Buches, dessen genaue Durch- 
arbeit ich allen Jiingern dieser Kunst warm empfehle.. 
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Fachfremden mag es wunderlich erscheinen, da der Bemessung so scheinbar einfacher 
Maschinenteile, wie sie hier behandelt sind, vorwiegend grobe Naherungsformeln mit » Zulassigen 
Beanspruchungen und die statistische Auswertung bewahrter Ausfithrungen zugrunde liegen. 
Leider ist die Berechnung vieler Maschinenteile trotz erfolgversprechender Ansatze von Wirklich- 
keitstreue noch sehr weit entfernt und auch der Modellversuch liefert bei gréBeren Ma8unter- 
schieden zwischen Modell und Ausfithrung nicht ganz zuverlassige Unterlagen. Solange Unter- 
suchungen, wie die Arbeit von Parkus tiber Pleuelstangen (diese Zeitschrift 1949, 8. 222 bis 
235), die jedoch nach einem Zahlenbeispiel ruft, diese Licken nicht ausfillen und ihre Ergebnisse 
nicht mit Ausfihrungen verglichen werden kénnen, sind solche ,,zulassige’’ Beanspruchungen, 
welche durch gewissenhafte Auswertung sehr vieler bewahrter Ausfihrungen gewonnen wurden, 
von gré8tem Wert fir Entwirfe. Denn damit werden nicht nur die Gestalt, sondern auch die 
unvermeidlichen Ma8- und Stoffabweichungen der Werkstiicke berticksichtigt. 


Die wirkenden Krafte und Momente werden zugleich mit den Schwungradern und Schwingungs- 
dimpfern im Bande 8 (H. Schrén: Die Dynamik der Verbrennungskraftmaschine) des Sammel- 
werkes behandelt, auf dessen Ergebnisse der vorliegende Band an geeigneten Stellen hinweisen 
kénnte. Dort sollte auch die dynamische Festigkeitsrechnung der Kurbelwelle an einem Zahlen- 
beispiel gezeigt werden, weil der Praktiker diesbeztiglich noch immer auf weit zerstreute und 
schwer verdauliche Einzelarbeiten angewiesen ist. Die nachste Auflage des vorliegenden Bandes 10 
kénnte dafiir Schwungrider, Schwingungsdimpfer und Schwingungstilgerbauarten behandeln, 
da sie im Band 8 jetzt an und fur sich ziemlich kurz besprochen sind und dann dort ganz ent- 
fallen kénnten. 

Das Quellenverzeichnis wurde erweitert, doch dirften noch viele einschlagige Arbeiten zu 
erwiihnen sein, um tieferes Eindringen in den Stoff zu erleichtern. Auch waren mehr Hinweise 
auf die Quellen im Text zu empfehlen und ein Stichwé6rterverzeichnis, das auch den tibrigen 
Banden der Sammlung fehlt. 


Derartige Wiinsche andern aber nichts daran, da die meisten Leser so wie ich froh und 
dankbar sein werden, daf Verfasser, Schriftleiter und Verlag mit diesem Buche wieder so gute 


Arbeit geleistet haben. I. Richter, Wien. 

Vorlesungen tiber héhere Mathematik. Von A. Duschek. Erster Band: Integration und 
Differentiation der Funktionen einer Veranderlichen. — Anwendungen. — 
Numerische Methoden. — Algebraische Gleichungen. — Grundziige der Wahr- 


scheinlichkeitsrechnung. Mit 167 Textabb., X, 3958S. Wien: Springer-Verlag. 1949. 
S 78.—, geb. S 87.—; sfr. 33.90, geb. sfr. 37.80; $7.80, geb. $ 8.70; DM 26.—, geb. DM 29.—. 


Der vorliegende Band umfaBt die Integration und Differentiation der Funktionen einer 
Veranderlichen, Anwendungen, numerische Methoden, algebraische Gleichungen und Grundziige 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Differentiation und Integration der Funktionen von 
mehreren Verinderlichen, der AbschluB der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Fehlertheorie und 
Ausgleichsrechnung, Determinanten und lineare Gleichungen bleiben einem zweiten Band vor- 
behalten. SchlieBlich sollen zwei weitere Bande tiber Differentialgleichungen, Reihenentwicklung, 
Integralgleichungen, Variationsrechnung und Funktionentheorie nachfolgen. 


Betrachtet man den Aufbau des Lehrstoffes in Verbindung mit dem im gleichen Verlage 
erschienenen Buche Grundztge der Tensorrechnung in analytischer Darstellung von A. Duschek 
und A. Hochrainer, so erkennt man, da es dem Verfasser nicht darum zu tun war, die groBe 
Zahl guter Lehrbiicher um ein neues zu vermehren. Vielmehr ist der Autor, angeregt durch seine 
Tatigkeit in der technischen Praxis, einer der wenigen, die 1945 erkannt haben, daS die moderne 
Entwicklung der Technik an den akademischen Ingenieur ganz gewaltige Anforderungen in wissen- 
schaftlicher Hinsicht stellt, und die bereit waren, die unvermeidlichen Konsequenzen zu ziehen. 
Tatsachlich war es vor einigen Jahren auf manchen technischen Gebieten so weit, da der 
Absolvent einer Hochschule mangels geniigender Kenntnisse der mathematischen Hilfsmittel 
nicht mehr in der Lage war, die iam unentbehrliche Literatur nachzulesen. Damals, an der Spitze 
der Hochschule stehend, hat sich der Autor im Rahmen einer von ihm besonders geforderten 
Lehrplanainderung auch bemitht, den Aufbau der Mathematikvorlesungen den neuen Anforderungen 
anzupassen, und man kann sagen, daf ihm dies auch gelungen ist. Wahrend sich noch vor dem 
ersten Weltkrieg der Lehrstoff im wesentlichen in der Differentialgeometrie erschépfte, bekommt 
der heutige Absolvent zumindest so viel mit, daB er im spiteren Leben darauf aufbauen kann. 

Wenn man aber einmal erkannt hat, daB die Befahigung zum technischen Beruf nicht in 
einem mehr oder weniger vorhandenen Geschick zum Basteln, sondern in wirklicher Liebe und 
Begabung fiir die exakten Wissenschaften zu suchen ist, und schlieBlich auch die Geltung des 
ganzen Ingenieurstandes von einer effektiv akademischen Bildung abhangt, so wird man den 
Wert der Bestrebungen des Autors erst richtig einschiitzen. Sein Werk ist nicht nur als Vorlesungs- 
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behelf den heutigen Studierenden, sondern dariiber hinaus auch allen praktisch tatigen Ingenieuren, 
die mit der modernen Forschung einigermaen Schritt halten wollen, bestens zu empfehlen. 


F. Magyar, Wien. 


Non-Linear Problems in Mechanics of Continua. (Proceedings of Symposia in Applied Mathe- 


matics: Band 1.) Mit 57 Textabb., VII, 2198S. New York: American Mathematical Society. 
1949. Geb. $ 5,25. 


Das vorliegende Buch, das von der Amerikanischen Mathematischen Gesellschaft in Zusammen - 
arbeit mit dem Amerikanischen Institut fiir Physik, der Amerikanischen Gesellschaft fiir Maschinen - 
ingenieure und dem Institut fiir aeronautische Wissenschaften herausgebracht wurde, ist eine 
Sammlung der bei einer im August 1947 an der Brown-Universitat stattgefundenen Tagung ge- 
haltenen Vortrage, wo auch der Plan zur Herausgabe gefaht wurde. Wie der Vorsitzende des Aus- 
schusses fiir angewandte Mathematik, Herr L. Synge, in der Einleitung und der Vorsitzende 
des Herausgeberausschusses, Herr E. Reissner, in einer Notiz bemerken, soll diese Einrichtung, 
die schon deshalb auf Interesse hoffen darf, weil sie versucht, den heute dringend notwendigen, 
wahrscheinlich aber auch in Amerika noch nicht gentigend hergestellten Kontakt zwischen exakten 
Wissenschaften und Industrie zu vertiefen, eine dauernde werden. Ahnliche Veroffentlichungen 
waren vor dem Kriege in Europa durchaus iiblich und haben sich gut bewahrt. Das Interesse 
der austibenden Ingenieure kann allerdings erst dann in gréBerem Ausmae geweckt werden, 
wenn auch die Ausbildung der praktisch titigen Techniker dem hohen wissenschaftlichen Niveau 
derartiger Tagungen angepaBt wird. Soweit der Referent informiert ist, gehen die Bestrebungen 
in dieser Hinsicht in Amerika heute schon weiter als bei uns. 

Etwa zwei Drittel der Vortrage fallen in das Gebiet der Hydro- und Aerodynamik. Moderne 
Untersuchungen erstklassiger Autoren, mit auch bei uns vielfach wohlbekannten Namen, iiber 
Flissigkeitsstromungen mit freien Grenzen, Turbulenz und Oberflichenwellen, insbesondere 
aber gasdynamische Probleme, wie zweidimensionale Bewegungen kompressibler Fliissigkeiten, 
Uberschall, Charakteristiken und Sto8®wellen, werden allgemein zuginglich gemacht. Der Rest 
des Buches, der der Elastizitaéts- und Plastizitaitstheorie vorbehalten ist, enthalt unter anderem 
neuere interessante Arbeiten tiber Grundlagenforschung, rechteckige und kreisférmige Platten 
und Strukturstabilitat. 

Das hohe wissenschaftliche Niveau der Vortrige ist schon hervorgehoben worden. <Ab- 
schlieBend mu aber noch bemerkt werden, daB die offenbar in zwangloser Folge gedachten Ver- 
6ffentlichungen der bei wissenschaftlichen Tagungen gehaltenen Vortrage nicht nur fiir Amerika 
von gré8ter Bedeutung sind, sondern auch uns in begritiBenswerter Weise eine bequemere Ge- 
legenheit bieten, die immer noch nicht ganz leicht zugangliche wissenschaftliche Forschung 
Amerikas kennenzulernen. Man darf daher den weiteren Banden mit gré8tem Interesse ent- 


gegensehen. F. Magyar, Wien. 


Momentenausgleichsverfahren. Berechnung von Durchlauftraigern und Rahmentragwerken 
mittels direkten Momentenausgleichs und vergleichsweise nach dem stufenweisen Momenten- 
ausgleich der Methode Cross. Von Th. Titze. Mit 164 Textabb., IV, 1058S. Wien: Manzsche 
Verlags- und Universitaétsbuchhandlung. 1948. 8S 42.—. 


Das von dem Verfasser entwickelte Verfahren besteht darin, da8 fiir ein Tragwerk bestimmte 
Verteiler- und Uberleitungszahlen berechnet werden, mittels derer die Ermittlung der Knoten- 
momente direkt — das hei®Bt ohne Iteration — erfolgt. Dies bedeutet fiir den Fall, da& mehrere 
Belastungszustiinde zu untersuchen sind, eine Verringerung der Rechenarbeit; allerdings dart 
nicht tibersehen werden, da8 die Bestimmung der Verteiler- und Uberleitungszahlen umstindlicher 
und weniger wibersichtlich ist wie der Hilfswerte der Methode Cross. Unzweifelhaft verdankt 
ja dieses Verfahren seine Beliebtheit in der Praxis gerade seiner Anschaulichkeit. Da® neben 
dem Verfahren des Verfassers auch die Crosssche Methode ausfihrlich erklart ist, erhoht den Wert 
des Buches; denn meines Wissens liegt keine zusammenfassende Darstellung des Verfahrens 
von Cross in der deutschen Literatur vor. E. Melan, Wien. 


University Mathematics. A Textbook for Students of Science and Engineering. Von J. Blakey. 
Mit Textabb., VII, 527 S. London und Glasgow: Blackie & Son Limited. 1949. Geb. 25s. net. 


Der gebotene Stoff steht weit unter dem Niveau dessen, was man bei uns als Universitats- 
mathematik bezeichnet. Die Darstellung enthalt viele Unklarheiten und Fehler, z. B. ist die 
Bedingung der Konvergenz einer alternierenden Reihe falsch angegeben. Fine ungeheure Fiille 
von Stoff ist zusammengefaBt, aber allem Anscheine nach nur dazu bestimmt, den Leser an 
gewisse formale Regeln zu gewéhnen. P. Funk, Wien. 


450 Buchbesprechungen. 


Terrestrial Radio Waves. Theory of Propagation. Von H. Bremmer. Mit 91 Textabb., X, 34358. 
New York-Amsterdam-London-Briissel: Elsevier Publishing Company, Inc. 1949. hfl. 18.—. 
Die rechnerische Ermittlung des elektromagnetischen Feldes eines Senders erweist sich, 
wenn sie mit einer fiir praktische Bediirfnisse ausreichenden Genauigkeit erfolgen soll, als ein 
kompliziertes Problem. Die verhaltnismafig einfache, von Hertz angegebene Lésung reicht 
hier auch nicht angendhert aus; gilt es doch, auch die Erdkriimmung, den Zustand der Erde 
und auch die Beschaffenheit der Lufthille méglichst wirklichkeitsgetreu zu beriicksichtigen. 
Unter den Autoren, denen dieses Problem wesentliche Férderung verdankt, sind insbesondere 
Sommerfeld und Watson zu nennen; ersterer dank seinen Arbeiten, die zunachst die Losung 
fiir die als eben vorausgesetzte Erde brachten; der letztere dadurch, da{ er der numerischen Be- 
rechnung unter Beriicksichtigung der Kugelgestalt der Erde einen Weg wies. 

Die vorliegende Veroffentlichung bezweckt eine Zusammenfassung und einheitliche Darstellung 
der gesamten Theorie sowie der Berechnungsmethoden, wobei insbesondere auch auf die Bediirfnisse 
der Praxis und die Ergebnisse eingegangen wird. Der Aufbau des Inhaltes nimmt Riicksicht 
auf didaktische Erfordernisse und mu8 als systematisch und durchdacht anerkannt werden. 
Der erste Teil des Buches setzt homogene Atmosphare voraus, wahrend der zweite die Rechnung 
auf die inhomogene Atmosphire erweitert. Wer an diesem Gebiet interessiert ist, wird diese 
Veréffentlichung mit Vorteil beniitzen. Kritisch und grundsatzlich mu’ zur Sachlage bemerkt 
werden, da® eine experimentelle Uberpritfung der in ihrer Gesamtheit komplizierten Theorie 
naturgemaf auf Schwierigkeiten st68t. Wie weit die Annahmen iiber den Zustand der Erde 
und Atmosphare jeweils mit den wirklichen Verhaltnissen tibereinstimmen, wird in speziellen 
Fallen haufig eine offene Frage bleiben miissen. Zur Beherrschung der Vorgange werden daher 
Messungen trotz der sehr weit vorgetriebenen Theorie nicht zu entbehren sein. 

DL. Kneissler, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 
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